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ASTRONOMIE. 

Recherches sur la détermination des orhitea des corps 
célestes ; 

Par M. Gergohne. 



PREMIERE PARTIE. 

'Détermination des orbites des corps célestes > par ^aalre ou un pltts 
■ grand nombre doàserpations voisines* 

XJk méthode que }e vais tracer , dans celte première partie , est dî- 
recle; elle est fondëè sur la plus saine théorie; et elle réduit au premier 
degré un problème généralement regardé comme très-difficile. Néair- 
moins, on la*)ugera peut-être plus eurieuse ^'utUe. EUe $ilppose , 
fen effet, que l'on a as moins quatre observations complètes de l'astre 
dont n s'agit de déterminer tes élémens ; elle suppose , de plus , que 
Tom. 21, 1 
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^ DETERMINATION DE5 ORBITES 

-j'intervalle de temps qu'embrassent ces observations n'est pas très-<:on^ 
sîdërable ; elle euppose , enHn , que ces observations sont assez exactes 
pour qu'il soil permis de compter sur les troisième* dilFérences des don- 
nées qu'elles auront fournies ; et l'on sent que- ce^ sont là autant de 
circonstances très-difficiles k réunir. 

C'est donc pioins dans Ja vue des appUçations. pratiques que j'in- 
dique ici cette méthode, que pour montrer i.° quelle influence execce, 
dans la solution du problème , la considération des lois du mouvement 
auquel l'observateur est assujetti; 2." quel parti 00 peut tirer de la 
méthode des différences dans les applications de l'analise ; 3.** enfin , 
combien il Importe de perfectionner l'art d'observer , puisque des ob- 
servations plus exactes , en même temps qu'elles conduisent à des ré- 
sultats plus précis, permettent, dans la recherche de ces résultats, de 
substituer , à des tâtonnemens toujours incommodes et souvent très- 
compliqués , des méthodes directes extrêmement simples. 

Toutefois , à ne considérer .même la méthode que jei vais sommai- 
rement présenter que comme propre seulement à fournir une approxi- 
mation grossière, peut-être serait-elle encore de beaucoup préférable 
a toutes celles qui reposent sur l'hypothèse d'un mouvement sensi- 
blement reciilîgne et uniforme , pendant l'intervalle de temps qu'em- 
brassent les observations ; hypothèse tout k fait illusoire , comme M, 
I^grange l'a prouvé dans l'un de ses mémoires sur la détermination 
des orbites des comètes , et comme je l'ai fait voir , par de nouvelles 
considérations , dans un mémoire que j'ai lu , il y a quelques mois , 
i l'académie du Gard (*). J'ajouterai qu'en réduisant ainsi le problème 
au premier degré , en même temps qu'on le simplifie , on élude une 
discussion, toujours pénible, et souvent très-délicate, entre les diver- 
ses solutions que peut admettre un problème d'un degré plus élev?; 
ce qui me parait être un avantage très-précieux. 



(*) Tai prouvé , entre autrei cho«e> , dam ce mémoire , que , dana l'hypothèse d'ua 
mouvement «ensiblement rectiligne et uniforme , tes méme^ données pouvaient rV 
pondre k une infinité de trajectoirts diSifrentes. 
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DES CORPS CÉLESTES. 3 

Je montrerai , au surplus , daos la seconde partie de ce mémoire , 
que ^méme en n'employant seulement que les premières et secondes dif- 
férences des données fournies par les 'observations , le problème de la 
détennination des élëmens du mouvement d'un astre» n'est que du troi- 
sième degré , si l'orbite de cet astre est assez «longée pour pouvoir 
être considérée comme sensiblement parabolique , et quil n'est que du 
second degré seulement si , au contraire , le peu d'excentricité de cette 
orbite pennet de la considérer comme circulaire ; de mani^ que le 
cas où l'excentricité n'est ni très-grande ni très-petite , c'est-à-dire , 
le cas le plus rare dans ta nature, est le seul où le problème y même 
pour une première approximation , soit inévitablement du septième 
degré. Mais ces simplifications ne peuvent avoir lieu qu'autant qu'on 
emploie concurremment les premières et secondes différences tant des lon- 
gitudes que des latitudes observées y ce que l'extrême précision que l'on ap* 
porte aujourd'hui dans les observations , semble d'ailleurs suJËsamment 
autoriser , du moins dans un grand nombre de cas. 

Les seules suppositions que je me permettrai dans ce qui va suivre, 
et elles sont indispensables pour le but que j'ai en vue, sont i." que 
les observations sont faites au centre même de la terre ; s." que le 
centre du soleil est dans une immobilité parfaite ; 3.^ qu(^ les masses. 
de la terre et de l'astre observé peuvent être considérées comme nulles , 
par rapport i la sienne ; 4.** que conséquemment ces deux corps n'exer- 
cent aucune attraction l'un sur l'autre ; 5.^ qu'enfin il n'existe , d'au- 
tre part y aucune cause perturbatrice du mouvement. Au surplus ',.si 
l'on en excepté , peut-être > la belle méthode de M. Gauss , il n'en est 
aucune qui ne soit fondée sur ces diverses hypothèses. 

A l'avenir , lorsque j'emploirai les coordonnées rectangulaires , le ■ 
centre do soleil sera l'origine ; la ligne des équinoxes sera l'axe des 
* i celle des solstices sera l'axe des y ; l'axe de l'écliptique sera celui 
des z , et l'angle des coordonnées positives sera compris entre Ariés , 
le Cancer et le pôle boréal de l'écliptique. Je prendrai le jour moyen 
pour unité de temps , lai distance moyenne du soleil à la terre pour 
unité de longueur, et l'angle droit pour unité de mesure des angles 
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i DÉTERMINATION DES ORBITES 

Enfin , je considérerai les latitudes comme positives ou comme n^ga-^ 

tïves , suivant qu'elles seront boréales ou australes. 

L Cela posé , soient , pour une époque quelconque i , 
Xy Y ^ Z ^ les coordonnées d'un astre observé, et R son rayon vec- 
teur ; 

X t y , les coordonnées de la terre , et r son rayon vecteur ; 
, a , sa longitude , ou celle du soleil augmentée de deux angles droits ; 
fi , V y les longitude et latitude gëocentriques de l'astre. 
U est aisé de voir qu'on aura 

Jf:=rO)3.«»-f-2^Cos.|8Gït.r > 
l'=rSin.«+^Sin.)aCot.y ; 
On aura d'ailleurs 

(i) jr=rG)s.* , (a) j'=rSln.« ; 

posant donc , en outre , ' - . 

p=iO>S.fiCoX,y , y = SiQ.|8Ck»t.y , 

ou , ce qui revient au même , 

(3) ^Sln.y=Cos.^Cos.)- , (4) ySin.y=j9Cos.v , 

ics deux équations cï-dessus deviendront 

(5) X=x-\-pZ , 

(6) Y^Y^'qZ . 

u. Soit considère ]e temps comme variable ind(!penilante , et soient 
adoptées , pour plus de simplicité , les notations de M. Lâgrange. £d 
diiFérentiant trois fois chacune des deux ëquations (5, 6) » il viendra. 
■ ( 7 ) A» =4^ 4-;^ Z+pZ' ,. 

( 8 ) r- =y +/ Z+fZ' i . 

(9) Xii=x"-¥p'iZ-^ip'Zi-\-pZ«, 

(10) Y" -y" +q" Z-\-i(ii Z'-\-qZ" ; 

(i i) X'"=.xiii-'rpi"Z+ipliZi-\-ip'Z!'-^pZi" , 

(la) ■ r'''=y"'+f"'Z+3q"Z'+3f'Z"+fZ"' . 
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Abîs , par le principe deg, aires , on a 

(i3) Xr"—rX"-o,\ ( {iB) XlP"—YX'"-{'X/Y"~Y'X"=o . 

eu) -T?/'— ^r/sojd'ûùj (17) rz'"—zr"'-\-r'Z"-z'Y"^o y 

{i^) ZX'~.XZ"-o,) [ (18) ZX'"~XZ'"-\-Z'X"~X'Z"^o . 
Dans chaque colonne , chacune des ëquations est comportée par le» 
deux autres, en sorte que les six équations n'équivalent réellement 

^u'à quatre ; mais , réunies aux huit équations (5*6, ,11,12), 

elles sont en nombre suffisant pour détenniner ks douze inconnues 

..-.,.„.- X , X' , X" , X>" ;,...,. 

Y ^ Y' ,Y" , Y'" i 
'■'■"'" Z , Z' ^ Z" , Z'" . 

. ,111. On a aussi , en vertu du même principe, _. _ . . ._ 

' (19) xy'f — yx"=.o , d'où {zo) _ x^"-^yx"'-\-x'y"—:y'_x"'=.o ; 

\ et , bien que ces deux dernières équations n'expriment. que de_5Împle» 
relations entre tes flonnëes du problètne ,îéur considération n'éti est pas 
moUls ^très-importante, à, jraison des 5^ï;ip|lifioatioiw qu'ellps iatrwj^i-. 
jent dans la recherche des valeurs de^ inconnues. 

IV. Pour parvenir aux valeurs de c^ inconnues d'une manière sim-^ 
pie, soient d'abord substituées, dans l'équation (19), ïes valeurs' de 
*> ^" i y-fy/'^doïmées'^iT W Àjiiatlims (5% 6 , 9', lô), il vijendra 

^uation qui , en vertu des équations (5 , 6) , peat étra écrita- ainsi 
En développant la partie i - ' 

(x-pZ)(r''-,z'o-(r-fZxx»-pZ")' ' 

de cette éfjaat'ion, et l'ordonDant par rapport i p kt ^, on rôlt qu'elle 



r''—fZ")—i:(f",Z+2f'Z')) 

x"-pz;')i-}Sp'.'?+'p'^') r°i 
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e DÉTERMINATION DES ORBITES 

s'tïvanouit, en vertu des équations (t3, i4, i5), en sorte que l'ëqua- 
tion devient simplement 

V. Soient , en second lieu , substituées dans l'équation (30) pour 

Y y/ y// y/// , 

leurs valeurs données par les équations (5,6>.t..,ifji2), il viendra 

(X— pZ)(r"'— y'''Z— 39"Z'— Sç'Z"— çZ'")+tX'— ^Z— pZOtr'— 9"Z— av'Z'— V2") ) 
^(V— jZ)(X'"-p"'Z— 3/^'Z'— VZ"— ;.Z«>-tr'— ç'Z— çZOcX"— p"Z— 3/»'Z'-yZ"î J 

Cette équation peut d'abord, en vertu des équations (5,6}7f6,9,io)y 
être écrite ainsi : 

cï-jtZjcY-''— jZ''')— cY'--?Z)(X'''— pZ''o+cX'-^^cr'--yZ'>-(y— çZocX"— fZ/o j 

4y(fl"'Z+ip"Z'+Sp'Z")-i-(y+g'Z)(p"Z+^p'Z')+^x"Z . ) 

En développant la première lîgfi'e , et l'ordonnant par rapport ïi /> et ^ , 
-on volt qu'elle s'évanouit , en vertu des équations (i6ii7»i8)jle 
Anrplus de l'équation est , en réduisant , 

, /. (p'»y—g"'^^ I Z+Sq^j-")"*) |Z'+3v&— j'«)Z"— g»'yr-Y/^*=e^. 

VI. Soit enBn différentiée l'équation (21) ; on aura ainsi 
, (p«'y—^x') 1 Z+3(p^y—^x) 1 Z'+2ip'y—^'x)Z"=«. ' 

EKminaDt alon Z'''^ enirc Us équations {22>a3)>î1v 
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Elîmînartt enfin Z' entre les équations ( 31 , a4 ) » «t divisait par Z l'é- 
quation résultante , on en tirera 

VI. Four calculer cette râleur de Z, il faudra d'aliord , & l'aide des 
valeurs do r et • qui répondent à l'époque i , et que donneront les 
éphémérides , et par les loistoBnues du mouvement de la terre , déter- 
miner r', r'^ et V; d'où , par le* équations (( j a) , et leursTlifféren- 
tielles premières et secondes > on conclura , pour la même époque , 
les valeurs de a^ ^yf ^x" -y y"\ dont les dernières ,-en vertu' de l'équa- 
tion (19), ne renfermeront pas •". '' ' ' 

Ensuite , à l'aide de pluslf>urs longitudes et latitudes observées , 
dans le voisinage de l'époque f, on calculera « par la méthode que 
M> Laplace a indiquée (^*) , les valeurs approchées , toujours pour 
l'époque / , de ^ , ^ , fi" , ff'i y , y' , y", y"'. p.ecourant alors 
aux équations (3, 4)> ^^ ^ leurs diffîrentielles des trois premiers ordres , 
on en conclura les valeurs correspondantes de />,^, ^,p^"',^i- 
?' » 9" t ^"' y a>i moyen de quoi tout se trouvera connu dans la 
valeur de ^. ■ ^"~ !" ~"."' ' '..\'~ ' "' 

Z étant ainsi déterminé, l'équation (21) fera connaître Z' , et on 
obtiendra ensuite X\ X' , K, K' , par les équations (5,6,7,8)i 
Appelant donc .R le rayon vecteur , pour l'époque / , on aura 

de plus » en formant la .quantité 

■ xx>-¥rT^zzi ; ' ■ ' \ 



(•) Yoy« Micanigufi viîeiU , loin- I , pag.^ 193. 
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suivant qu'on la trouvera pbsîtîve ou négative , on saura que l'^po-' 
que / suit ou précède celle du përihëlie. 

VII. Ces préliminaires établis i rien ne sera plus facile que de 
déterminer les élémens de l'orbite, en suivant la marche tracée par 
l'illustre auteur de la Mécanique céleste (*) et qui revient à peu prèa 
à ce qui suit : 

Soient posés 

zx'—xz'-B , r\-^—(z^-\-x'')U-r{zz^-{-xx^=E , 
xr—rx^=c , z | ^~(X'-\-r")^z^(xx'-hrro=F ; 

équation» dans lesquelles , en désignant par .5 la durée de l'année sy- 
dérale, on a 

4- 
. ,, ; '^'^'^ ' -;. 
posant j en- outre , 

on trouvera . ■ ,■ ■ i 

^^ rapport de l'excentricité au demi-grand axe = — j 
3.* Tangfliong. du nœud ascendant =—— f 



4* Tang. inclinaison de l'ormte =:— — 



(•) Vojes Mécanique céltste ,* tome ï , page l6o. 
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JS 
5." Tang. Long, du périhélie sur l'écliptique = — ; 

.„ „ ,. . DX+EY+FZ 
6. Cos. anomalie vraie = rrr ; 

enfin , désignant par a le denii-grand axe , par e le rapport de l'ex- 
centricité à ce demi-grand axe , pai: f l'anomalie , et posant 



y\ 



— Tang.7C=Tang.;« , 



7.* Epoque du périhélie =/i(«— eSin.î()ï/^ i le signe •+- ou le 
signe — devant être pris , suivant que l'époque / précède ou suit celle 
du périhélie. 

DEUXIÈME PARTIE. 

Détermination des orbites des corps célestes , par trois ou un plus 
grand nombre d'observations voisines. 

Dans la première partie âe ce mémoire, )e n'ai fait unitjuement usage 
que du principe des aires, et il m'a fallu , pour suppléer aux autres 
circonstances connues du mouvement des corps célestes , recourir aux 
troisièmes différences des longitudes et latitudes observées y ce qui sup- 
posait quatre observations au moins. Ici j'aurai indifféremment recours 
\ toutes les lois qui résultent du principe de la gravitation , ce qui 
n'exigera plus que l'emploi des secondes diH'érences , et ne supposera 
pas conséquemment que les observations doivent être au nombre de plus 
de trois. Je conserverai d'ailleurs les conventLOQS et notations déjà adop- 
tées dans la première partie. 

ym. L'équation (21) donne 

(35) Zf=- ^'y-^J z , 

d'où résultent , par les équations (7,8) 

Tom. U. » 
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(.6) X'=::^+\/,-m=ïHz , 

,sî ensuite on substitue dans l'équation (i3) les valeurs données par les 
équations (5, 6 , 9 , 10) > en ayant égard aux équations (19; 21) ,il 
viendra 

(py~ilx)Z"=^(pf'-^v'^Z+ipf—qp'^Z'-\-:i{p^'—qp^ZZ' , 

ftiultîpliant cette équation par p'y — q'x et éliminant Z' au moyen de 
l'équalion (21), il viendra * 

{py—^x)(p>y~^'x)Z= 

équation qui se réduit à 

(j>y~fx)(jyy~~i^'x)Z"= 
{p'y—'}'x){py"—qx'f)Z-\-(p'q"'^'p")(j>y'-'qx)Z'^ ; 
mais, en vertu de l'équation (19), on a 

{j^y — (i'x){py" — ^x")=(py — qx)(p'y'^—^'x'^ ; 
substituant donc et divisant par py — qx , on aura 

Z\lip'y"—^'x'>^Mp'q"—<}'P")Z} 

(,-0; A"-= ■ ; ' ■ ' ; 

d'où on conclura , par les équations (9 , 10) et par la formule (25) , 
en ayant toujours égard k l'équation (19) , 



y Google 



DES CORPS CELESTES. u 

„„ . (j^Z)\(p'y"-^':^")+(pY-^'p"iZ] 

(3o) T''~ ; ; . 

VoUi donc X, T, X' , T , Z^ , X'' , Y" , Z" , dfiierminés en fonc- 
tion de Z\ et il est essentiel de remarquer i.°que les valeurs de Xy 
Y , X' , Y' sont complètes du premier degré en Z ; z." que celle de Z'. , 
aussi du premier degré en ^ , ne renferme point de terme sans Z; 3." que 
les valeurs de X^' , Y" , sont complètes du second degré ; 4* enfin 
que celle de ^'', aussi du second degré en ^, ne renferme point determ» 
sans Z. 

IX. Il no\is faut donc une équation de plus pour dëlerminer nos 
inconnues , el le principe de la gravitation donne , comme l'on sait , 

z'f\x^^Y'-^z'y=^''Z' i 

équation dans laquelle ^ a la même valeur que nous lui avons déj& 
. assignée ( VU ). Faisant donc les substitutions et divisant par Z* il 
viendra 

Cette équation semble devoir monter au 8.°** degré; mais elle ne s'é- 
lève réellement qu'au y,™' , comme nous allons le voir (*). 
Le dernier terme de cette équation est 

(^y'-?'*'0-(*'-:r')'-c"(/>— ?'•»)■ i 

mais , les lois du mouvement étant , pour la terre , les mêmes que 
pour l'astre observé , on a 



c«'-b'')' (*H:y*>' 



y"= 



{*) Cette équslion équivaut à celle qui a ^të donnée par M. Laplace. V»>ez I» 
Mécanique eilettef tome >■*') page 20^ 
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d'où 

ce qui donne, en quatrant, chassanr le dénominateur et transposant , 

d'où l'on voit en effet que ,1e dernier terme de l'ëqualion (3i) ëtantzéro, 
elle ne doit s'élever seulement qu'au septième degré. 

Cette équation étant résolue, on en déduira les valeurs Ae Z' , X , X\ 
y , y , comme ci-dessus , et on aclievera absolument le calcul comme il 
a été indiqué dans la première partie. 

X. Nous allons montrer maintenant comment le problème se sîmpllHe 
dans les cas les plus ordinaires, c'est-à-dire, dans les cas d'une très-grande 
ou d'une très-petite excentricité. 

Supposons , en premier lieu , que le demi-grand axe soit assez grand 
pour pouvoir sensiblement fitre supposé infini , ou , ce qui revient au 
mfme, supposons que l'astre observé soit une comète j d'après j'expresi- 
sion que nous avons donnée du demi-grand axe , nous aurons alors 

(32) :i^=Jt{x^'-i-r^-\~z^') i 

ce qui donnera., en quarrant et introduisant la valeurde R' enXjYfZ , 

(33) 4^*=(^4-^+^")C^'*4-r"-HZ'')". 

Il est aisé de voir que la substitution des valeurs de X, Y ,X' ^ Y' ^ 
Z' , ne fera monter cette équation , en .Z , qu'au 6.™' degré seule- 
ment (*) ; mais ce n'est pas la plus simple que l'on puisse employer, 
dans ce cas, pour parvenir à la solution du problème. 

On a , en eiFet , par le principe de U gravitation , ainsi que nous 
l'avons déjà rappelé , 

(') Celte ^uation t'quivaol à celle qu'a donnii M. -Laplace. Voj ez' la Mécanique 
ciltste , tome i,^' , page ai6. 



, Google 



DES CORPS CÉLESTES. lï 

et l'équation (3^) p«ut d'ailleun être mise sous cette forme 

2^=(X"+x'-+z")(x-+r+z-y -, 

inuItiplîaDt donc ces deax équations Tune par l'autre, il viendra, en 
réduisant et transposant 

équation qui , par la- substitution des valeurs d^ A", T, X' , Y' yZ' ^ 
Z" f ne s'élèvera , en J7 , qu'au Iroisième degré seulement ; elle pourra 
donc être résolue directement, parles tables trigonométriques ; et,sî 
elle a toutes ses racines réelles, on n'admettra que celle d'entre elles 
qui satisfera à peu près à l'équation (3i); l'hypothèse d'une orbite 
parabolique pourra être admise avec d'aulant plus de fondement que 
cette valeur y satisfera d'une manière plus approchée (*)• 

On voit donc que , dans le cas de la parabole , on a une équation 
surabondante j on en pourrait Caire usa^e pour éliminer les secondes 
différences soit des longitudes soit des latitudes géocentrîques , et c'est 
ainsi qu'enuseM.Laplace. Il résulte de là que cinq données seulement sont 
suIBsantes pour la détermination complète des élémens du mouvement 
d'une comète. 

XI. Supposons , en second lieu > que l'orbite soit assez peu excen- 
trique pour pouvoir être sensiblement considérée comme circulaire , ainsi 
qu'il arrive pour la plupart des planètes, du moins lorsqu'on n'aspire 
qu'à tme première approximation ; dans ce cas, R et conséquemment R' 
devra être constant ; on aura diTnc , à la fois , ■ 

(35) xx'-hrr'hZZ^=o , 



(*) Les tqkialions (32 , 33) éiant combina entre elles , pourraient conduire ji une 
<!qual1on du premier degré seulement qui serait, sans doute , fort ditKcilc A obie- 
nir -f ni3t< qui , par l'efict des réductions , pourrait peut-être devenir assex simple^^ . , 



, Google 
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(36) %^'+r'+z''-^xxf'-i-rrf-^zz"=io. 

Après les substitutions , ces équations seront , la première du second 
degré et la seconde du troisième ^ en Z ; il sera donc facile d'co déduire 
une équation de relation entre les données du problème et une valeur de 
Z au premier degré. Cette valeur substituée dans t'équati«n (3 1 ) donnera 
une nouvelle équation de relation. Si ces deux équadons se trouvent sa- 
tisfaites , on sera assuré que l'orbite est en effet circulaire ; et comme , par 
leur moyen , on pourra éliminer de la valeur de Z les secondes diiFé- 
rences tant des longitudes que des latitudes géocentriques , il s'ensuit que 
deux observations seulement seront alors suffisantes pour résoudre com- 
plètement le problème. 

XII. Considérons maintenant le cas oi^ la trajectoire décrite serait rec- 
tUigne : on aurait alors 

X—mZ-^g , r^nZ+A . 
"> > 1 f ^ I ^ ëtant des constantes ; de U résulte 

X'=mZ' , Yf-=Zn' , 

X'i^mZ" , Y"~nZ" ; 

et par suite 

X'Z"~Z'X"=.o^ rZ^-Z^X"=o ; 

^nations qui , en vertu des équations ( i4, 1 5 ) > peuvent être changdKs 
en celles-ci 

(37) xz'—zx^o^ (38) rz'— zr/=o; 

ces deniières prouvent qu'alors le mouvement est dirigé vers le soleil. 
Après les substitutions , ces équations ne seront que du premier degré 
en Z , et elles fourniront , avec l'équation (3i) , deux équations de con- 
dition qui serviront à vérifier l'hypolbèse du mouvement rectiligne , et au 
moyen desquelles on pourra faire disparaître de la valeur de Z les se- 
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condes diffërences des longitudes et des latitudes observa j aînsî, encore 
ici , deux obserratioDs suffiront pour résoudre complètement le problème. 
Xin. Pour compléter cette tfaéoiîe , il nous reste encore à examiner 
deux cas : ce sont i.** celui où l'astre observé serait dans line immobilité 
parfaite ; 2.** celui oîi son mouTement serait à la fois rectiligne et uni* 
forme. Dans le premier cas on a , à la fois , 

Jt/=o» ^=0, ^'=0, 

X^^=o, Y"=.Oy Z"-=Q\ 
et comme les équations du mouvement sont en général 

on volt qu'elles ne peuvent être satisfaites qu'autant que R est infini , 
c'est-à-dire, qu'autant qu'une au moins des trois coordonnées X^ Y, 2- , 
est elle-même infinie. 
Les équations ( 7 » B ) deviennent simplement dans ce cas 

d'où on tire 

si donc ni ^ ni ^ ne sont infinis , c'est-à-dire , si y n'est pas zéro j on 

devra avoir 

p'=io , ) ( p^:^ Constante , 

\ c'est-à-dire ( 
y'^o,) ( g —Constante i 

d'où ■ ' 

X — Tang.ii = Constante , 

1/^14^1= Cot.y=: Cûttstanfe ; 
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ainsi les angles |9 , y , doivent ôtre les mêmes pour des observations faites 
à diverses époques. C'est , par exemple , ce qui arrive pour les étoiles 
6xes. 

X{V. Dans le cas 'd'un mouTcment ^ la fois rectilîgne et uniforme , 
on a seulement 

Gc qui suppose encore qu'une an moins des coordonnées A^, l',^, est 
infinie , du moins en ayant égard à toute^les lot&qui résultent du piin- 
cipe de la gravitation ; mais l'équation (28) donnant alors 

P*?"— f'p" * 
»pOM ç ne sont pas infinis , c'^est-S-dire, si l'on n'a pas y^o, on devra 

âVOÎF 

piqii—^'pir-Q ^ 

(équation dont Ilntëgrale complète est 

JlÇH-iVf = I ; 

ou , par les équations (3,4)» 

;i/CQS.(î-+-iVSiD.* = Tang.y ,- 

on aura pareillement , pour deux autres observations ^ 

AfCos.i8j+iVSîn.^,.= Tang.yt , 

il!fCos.^,+iVSÎn.^,=Tang.,; , 

éliminant les deux constantes Jd eiN entre ces trois équations , on airî- 
vera à l'équation de condition 

Sin.(A,— /i,).Tang.y-|-Sîn.(,!,— ,8).Tang.y.+Sin.((!— j»,)'Tang.>., =0 ï 

et rhypotbèse d'un mouvement recliligne et uniforme ne pourra être 
admise qu'autant que les données fournies par trois observations vérlfie- 
lont cette dernière équation. >' 

GÉOMÉTRIE» 
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PROBLEME DE MAXIMIS ET MINIMIS. 



GEOMETRIE. 

Solution dun problème de géométrie , dépendant de la 
théorie des maxîmis et minimis ; 

Par M. Lhuxuer , professeur de inathëmatiques à racadémie 
impériale de Genève* 

STROBLÈME» Par vn point donné de position , dans an angle 
connu ^ faire passer une droite de manière ^us sa partie interceptée ' 
entre tes cétés d* Fangle soit la moindre possible ? (*) 

Soit ACA'' ( iîg- I ) ua angle àaaai, et soit P un point dorait entre* 
les côtés de cet angle ; \\ s'agit de mener , par ce point P , une droite 
dont la partie interceptée dan» l'angle ACA' soit ta moindre possible. 

Solution^ Soient XX'' et Z2/ deux droites é|;ales inscrites dkns Tàngre 
ACA' et passant par P. De ce point comme centre , avec les myana 
PZ et PX' , soient décrits deux arcs de cercle Zz et X-V , compris. 
dans les angles XPZ et X'PZ^. 

Puisque XX'=ZZ^ ^ 

on doit âTOÎT Xi^Z'jr' . 

Or, LîmJCi :Zz =i:Tang.X y. 

Lim^ z : X'a?'=PX : PX' . 



(*) Ce problème a hi tr^lé par Sd. Puissant , ( Recueil àe divtrses propositions , etc. , 
deaMèroe ëdUton., pag. 4^3 J j maïs aon aiulùe est toute difl^renle de celle de M. 
Uitiiliêr. 

( NoU àti idkeurs. ) 
Tom. U, ^ 
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LimXV:Z'*'=Tang.X':i ; 

Jonc Lim.X s : 2/ *'=PX.Tang.X' : PX'.Tang.X 

Donc , loisque XX^ est la plus petite, on doit avoir 

PX.Tang.X'=PX'.Tan6.X , 

d'ol PX:PX'=Tan6JCrTiing.X'. 

Par P soient menées \ CA et CA^.des parallèles rencontrant ces 
droites en B et B^; et^ par le même point soient menées aux mâmcs 
droites des peipendiculaires les rencontrant en D et D' ; on aura 

PX : PX':; BX ; PB-j: BX; CB ; 

donc - BX:CB::Tang.X:Tang.X'. 

Premier cas. Que l'angle C sôit droit , on aura 

Tang.X'=CoLX et BX=BPCotJC J 

Jonc BP CouX : CBsTangJC : CotJC , 

et par consëquênt 







CB_ 


= ^'-^-Co,..X= 

T«nsX 


BXi 


donc 






BX' = CB.BP' ; 




on aura 


de même 












B'X"=œ'.BT-=BP,CB-. 



Le problème sera donc résolu puisque BX él'B'X' seront dniinfe en 
fondions de quantités connues , et on voit qu'il n'aura alors qu'une 
solution. 

Deuxième cas. Que l'angle C ne soit pas droit. On parvient à une 
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ëqaatïon da troisième àe^ (*) ; soit qu'on prenne pour inconnue la 
distance du point X à quelque point donné sur CB , soit qu'on prenne 
pour inconnues les tangentes des angles X ou X'. 

Je vais y par' exemple , chercher la position du point X , par sa 
distance k quelque point donné sur GB y et construire l'équation cor- 
respondante. 

(*) 'On parvient i une jqii^tion fort simple en procédant comme il suit : 

Soit ACB , (fig. a ) l'ange donnû , soit F le point donné et toit enfin XY 11 

droite cherchée. Soit mené CP=K ; soient faits Ang.PGA=« , Ang.PCB=i3 y 

Ang.CPX=* ; on aura Ang.CPY=»— # ; donc 



AnfeCXP g» . ■ (H—) > ) t Sin.CXP=Sin.cH-*> > 

\ d'où ) 
Ang.CYPi=c<— « , > * Sin,CyE=Sin.(#— ^î , 



ûui.[*— « ùin.(»4-«) ' 

et par conséquent 

XY=PY+KC=Ki_^2i_+_!ini- j^Sm.C*4^« . ^^ -; 

^ (S;n.t»_9) ^ Sin.(H-) t ^^^'^' 5in.C*+-)Sin.(#-ft ' 

H faudra donc^ poar avoir la Taleur de # gui convient au minimum , égaler i xéro 
la diffîrentielle de , 

Sin.* _ 

^in.(*+«)Sin.C*-^« ' 
ce qui donnera 

Sin.(#+-)Sin.C#— «Co8.*-{Sin.(H-)Co..(#— ja>+Sin.(*— ^)Co«.(H-<i)]SJn.fc=o. 
En divisant Mtle~^qiiaiion par Sin.C»^-•)Sin(^— jl)Sin,"l elle devient " ' " " 

Col.fc=Cot,(*4N.)+Cot.(*— ;8) ; 
/qtution équivalente i celle-ci ' - 

fîni _ C<"«Co,t-*— I , Coli3Cot.< +i 
^^*^ Cçi.H-Cot.* + Col.^-Cot.# ' 
laquelle devient , en chauant les dénominaleurs et réduisant , 

Cot.iH-(2-+-Col.«CoL;8)Coi.*+<Coi.«— Cot.«=o ; 
équation du inwième degré , tant second lèrine. 

( Wo« des idiiairs. ) 
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On a f comme il vient d'être prouve cï^desaus , 

BX;CB=Cot.X':CotJC ; 



donc 






Bx=CB=22L':EÎ=22L%2ï(*)-, 

PEV PD CB PB ^ •' ' 



piy PD 
et coaséquemment 

. BX:PB=DOC':DX=»X'-iB^:DX , 
= B'X'xBX— BOJ'xBXiDXxBX , 
=B13'xBE— BTVxBXiBXxDX {") , 
=Ba3'xEX : BX xDX i 
done 

BX:PB=B<D'xEX:BXxnX , 
on BX" : PBxBa)'=EX : DX=EXxDX : DX' , 

oo enfin BX- : CBxB D =EXxDX; DX- ("'). 

Sur ED > comme diamètre , soit décrit un cercle , et du point X soit 

O A cau« de> triinjlï» «emÙiilile. PDB et FiyE-. 

(••) Pat lef Irlanglea aemblables , on a Us deux proportion» 

B'X';BT=BP:BX, ) 

> d'oà WK' : B^=BE t BX oa SQC'xBXsBO^xBS. 
BT : B<I>=BE : BP j ) 

<***) Acaïue de BD.BD'=PB:PB' ou CB, qui dbim# 

PBxBD'=CBxBD. 

( Retes itt iiiteart. ) 
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âerëe ï DE une perpendiculaire rencontrant en V la clrcoafi£renee de c« 
cercle; on aura EXxDX=XV* ; substituant donc dans la proportion ci- 
dessus , elle deviendra 

BX' : GBxBD=XV» : DX- , 



BX :y^CbxbDz^XV : DX 



d'oik BXxDXnXV/CBxBD. 

De là découle la construction suivante pour détenniaer le point X. 

Soit PB parallèle à CA^ rencontrant CA en B ; sût PD perpen- 
diculaire à CA ; «oit aussi PD' perpendiculaire & CA' et rencontrant 
CA en E. Sur DE comme diamètre , soit décrit un cercle ; soit en- 
suite décrite la parabole ^ul est le lien géométrique de l'équatioa 
BXDxX=XV/CBxBD ; par le point V où cette parabole ren- 
contre la circonférence du cercle soît abaissée une perpendiculaire VX 
sur CA ; alors le pied X de cette perpendiculaire sera le point cher- 
ché ; de manière qu'en menant par X et F une droite terminée en X' 
\ CA^, cette droite sera la plus petite de toutes celtes qui, passant 
par P, se tenninenuit i CA et CA'. 

JRgmarçue /." L'équatitm PXTang.X'=PX'TangJ£ deyient bdé-l 
pendante de la nature des lignes entre lesquelles il faut inscrire la 
plus petite des droites qui passent par 1« point donné; en substituant 
aux angles X * X' les angles que fait XX' avec les tangentes menées 
par les. points X» X' a«« courbes, s W lesquelles ces pbints st trou-.- 
Tent situés. 

Remarque 11.'°' I/H-sqiie le point P e$t«ur la droite qui eoupe l'an- 
gle ACA' en deux parties égales, la plus petite des droites à ins- 
crire est ( (OQime il est .connu ) perpendiculaire i la droite - CF. 

Remarque 11!^* On pourrait obtenir le minimam proposé , en ré-, 
solvant ee problèi»c détarmiqé : Inspire à urt ûagie donné une droite 
^une longueur donnée passant par un, point donné /* et en cherchant 
les limites résultant de la- c«n9tructi<m, Qr., ce problème délennioé 
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tst susceptible d'une construction élégante par le cercle et par l'hy- 
perbole rapportés à ses asymptotes. 

Remartjue IVJ^" On ramène à peu près de k même manière \ un 
problème déterminé les problèmes suivans : Par un point donné , sur 
une surface fSphériquc , et dans un angle' sphérique formé sur cette 
surface ; mener un arc de grand cercle dont la partie inscrite dans 
l'angle sphiriijue soit la plus petite , ou tel que taire ou le contour, 
du triangle retranché soit un minimum t 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solutions des deux problèmes proposés à la page 3i8 
du premier volume des Annales ; 

Par, MM. Vëcten , professeur de mathématiques spéciales 
au lycée de Nismes , Rochx^t , professeur de navigation à 
St-Brieux, êtFACQUiÉR , élève du lycée de Kismes. 



Xjes trois sblutitMis de ces deux problèmes qui ont Mé reçues par 
les rédacteurs des Annales , ayant entre elles plusieurs- points de- 
ressemblance; on' croit deroir, pour abréger, en rendre compte dans 
un seiil article. 

Le premier problème , comme' 00 le va voir tout i l'heure , se 
ntnène très-facilement- Jk ttelui-ct : 

LEMME.Deuse cerchi se coupant ^ sur un m'imè plan :, mener ^ 
par- tune quelconque de leurs^ iriterseciions , une droite dont la partie' 
iutert^ttéa votre Ut deua^ cercles soit ttuné longueur donnée ? 
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Soient O, (y(0g.3, 4> 5) les centres de deux cercles »e cou- 
pant en C «t D , et soit AB une droite donnée ; il 9'agit de mener 
par le point G une droite CA' ou CA''^ de manière que sa partie 
A'B' ou A'''B", interceptée entre les deux cercles soit égale à AB. 

Solution de m. Vecten. 

Construciîon. A partir du centre O de l'un quelconque des deux 
cercles , ( tig. 3 ) soit portée , sur la droite OO' qui joint ce centre 
au centre O' de l'autre cercle, une longueur 0E= AB ; soient tirées 
DO , DO^ , et , par £ , soît menée à la première de ces deux droites 
une parallèle coupant la seconde en o ; du point D comme centre , 
et avec Ha pour rayon , soi^ décrit un arc de cercle coupant en A' 
et A/' le cercle dont le centre est O'; par ces points A', A" , et par 
le point C soient menées des droites coupant en B' et W le cercle 
dont le centre est O ; ces deux droites seront les droites cherchées , 
en sorte qu'on aura A'''B''=A'B'=AB. 

Démonstration. Sment jmnts DA' , OB' , DA" , DW , et par a 
Knt menée à OC une parallèle coupant DO en h. Les angles DA'B^ , 
DA^^^ , ayant l'un et l'autre leurs sommets à la circonférence du 
cercle dont le centre est Çy , ont également pour, mesure la moitié 
de l'arc DA''^C ; ils sont donc égaux à DO^O et conséquemment 
à Da3. Pareillement les angles DB^A' , DB''''A^^, ayant l'un et l'autre 
leurs sommets à la circonférence du cercle dont le centre est O , ont 
également pour mesure la moitié de l'arc DB'C ; ils sont donc égau^ 
\ DOO^ et conséquemment à Jièa ; les trois triangles AODB' , A^DB", 
oDb , sont donc semblables ; ils sont de plus égaux , puisque , par 
construction , DA'=DA''=Da ; donc A'1B'=A''B''=«i=0E=AB , ' 
ainsi qu'il était exigé. 

limite du problème. Les points A^ , A''^ , étant dëterminés par 
l'intersection de la circonférence dont le centre est C avec une 
circonférence décrite du point D comme centre et arec Da pour ra*- 
yon , il s'ensuit que le problème ne sera possible qu'autant que ces 
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deux circonférences se couperont ,. c'est-à-dire, qu'autant qn* Da 
n'excédera pas le double de DO^ ; ou , ce qui revient au méme^ 
qu'autant que â^=OE = ÀB n'excédera par le double de OO' ; c'est- 
î-dire-, qu'autant que la longueur donnée n'excédera pas le double 
de la distance entre les centres des cercles donnés. Si cette droite 
était précisément égale au double de cette dislance, l'arc \'aK" serait 
simplement tangent au cercle dont le centre est O'' , et le problime 
n'aurart qu'une solution. 

De là il est {acUe de conclure le ttiéorèrae suivant : De t»ates tes 
droites menées par Vune des intersections de deux cercles , et ter- 
minées à l'un et à Tautre , la plus grande est parallèle, à la droit* 
^ joint lescèntreSi et double de cette droite-*. 

SuLuxioN D£ M. Fa.uqi;^ier, 

La solution Je M. iFauquîer difl^re peu de ceHte de M. Vecten. fl 
mène par le point C (Jig^ 4 ) "f*^ droite quelconque terminée en m , m' 
respectivement aux circonFérenCes dont les centres sont O, O^} ayant tiré 
X)m , Dm' , et coupé sur mm' une partie /n£= AB ; il tire par £ paral- 
lèlement i mH t une droite coupant ml) en a ; il décrit alors du point D 
comme centre > et avec fia pour rayon , un arc dont les intersections A^ , 
A" } avec la circonférence dont le centre est (y sont les mêmes que les 
points désignés de la même manière dans la Bgure 3. Cette construction 
se démontre en conduisant par^ une parallèle ^.m'm , se terminant & 
Dfti en ^ , et prouvant ensuite , à peu près comme le fait M. Vecten , que 
les trois triangles A'DB' , S/^BW , dDh , sont égaux. L'avantage de 
cette construction est qu'elle n'exige pas que les centres des cereles 
donnés soient connus. 

11 est assez- remarquable que tous Tes triangles cnnstFuîts sons l'es 
mêmes conditions que mÙm' sont semblables , et que le plus grand de 
tous, est celui qui a pour hauteur la corde commune aux deux cercles» 

Solution de m^ Rochat* 

M* Rachat a tsaîté le problème aDalitiqaement de la manière suivante. 

SoU 
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Soit prise pour axe des s la droite indéfinie qui passe par les centres 
des cercles donnes ; soient r, r' , les rayons de ces cercles , et « , v' | les 
abscisses de leurs centres , leurs équations seront 

En retranchant ces deux équations l'une de l'autre , on obtiendra f 
comme l'on «ait ^ celle de la corde commune- aux deux cercles ; on aura 

ainsi 

ï(^^4p-Kr'— .•>-(r»— ./•)=o. 

Si l'on vent profiter d$ l'indétermination de » et •' pour faire en sorte 
que la corde cojnmune aux deux cercles devienne l'axe dès y, 'A faa- 
*dra, dans cette équation, foire :e=^o, ce qui donnera l'équation de rela- 
tÎMl "* 

posant donc 



5 d'oii { 



les équations des deux cercles deviendront 

et , comme elles sont satisfaites l'une et l'autre par 

il en faut conclure que +i9 est l'ordonnée de l'intersection des denx 
cercles et conséquemment la moitié de leur corde commune. 

Présentement , toute droite passant par l'intersection dont l'ordonnée 
est -f-ii f aura uoe équation de la forme 
y=ax-\-fi , 

dans laquelle a est tangente de son inclinaison sur l'axe des « ; en corn- 

lùnaat successivement cette équation avec celles des deux cercles , on 

Tom, II. 4 
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obtient pour Ui coordQnn^es des înteisections de la droite «tec chMon 

d'eux les raleari' suivantes , 



âl donc on veut que U portion de cette droite interceptée entre le» 
deux cercles soit -d'âne IcHigueur, donnée K , on -devra avoir 



telle est donc la tangente de l'angle qui doit faire la droite cherchés 
avec l'axe des x y d'où l'on .voit gue le problème aura en général 
deux solutions ; k cause du c^uble signt du radical ; oh voit de plii* 
qu'il ne pourra être, résolu si l'on a K>2(»— r--^, j;*^^à-dire , ù la 
longueur donnée surpasse le double (le la distance des centres ; on 
Toit enBn que» si K est indéterminé , la plus grande valeur qu'il pourra 
9Toir sera a(*;—V)> c'est-à-dire, le double' de aisance entre les centres , 
auquel cas , a étant nulle , la droite cherchée devra être parallèle 
ft l'axe des X. Ainsi, ti l'on proposait de mener, par l'une dés intersê-' 
tions de deux cercles, une-droite de telle manière que la partie de cetto 
droite interceptée entre le; deux- cercles, fût la pi us grande possible , on 
résoudrait le problème en menant par ce pointune parallèle à la drpite qui 
joint les centres; et la partie interceptée serait dovble de la distat)ce enire 
ces centres. ' ' • ,- 

La valeur générale de a founiît cette construction : soient EX (Hg. S) 
la droite qui joint les centres , et EY la direction de la corde commune ^ 
de maoîèce que £ soit le point d'intersection de ces deux droites. iSoit 
-pri^suiEX, à partir de '£.,u^ep!|rt^.£F.égale, àlBlengucttr^donuéft . 



y Google 



RÉSOLUES. 27 

AB'; <hi pointF£(»mme centre , et arec le double de la distancé 00' des 
centres pris pour rayon , soH décrit'un arc coupant EY en Sî et H j et' 
soient menés FG , FH ; en tirant par C des - parallèles à ces deux 
droites, rencontrant les deux circonférences , l'uoe en A', B' et l'autre en 
A" , B" , on aura K"W'^ h^- AR 

PROBLÈME 1. Construire un triangle qui soit égal à un triangle 
donné , et dont les côtés , prolongés s'il est nécessaire , passent res- 
pectivement par trois points donnés. 

U est entendu que l'on désigne à l'avance ceux des points donnés ^zr 
lesquels doivent passer respectivement les cdtés ou prolongemens de 
côtés du triangle donné. Mais, s'il en était autrement , il arriverait seu- 
lement que le nonlbre des solutions dti problème en deviendrait , en génë* 
rai , six foa plus grand ,' comme l'a observé M. Rochàt. 

Soient donc ABC (Bg. 6) un triangle donné ^eia ^h ^c » trois points 
donnés , il s'agit de construire un triangle égal à ABC , et tellement situé 
que le point a sok sur la direction du côté égal à BC , le point h sur la 
direction' du côté égal è AC , et le point c sur la direction du côté égal 
iAB. 

' Solution. MM. Vecten , Bocbat et Fauquier ont également réduit U 
Mlution da problème à ce qui suit. 

Sur les distances ca , ch y de l'un quelconque c des pmnts donnés 
aux deux autres a^h ^ prises pour corde , soient décrits des arcs respec- 
tivement capables des angles A , B , du triangle donné ; par c soît men^ 
(Lenane) une droite dont la portion interceptée entré les' circonférence* " 
' dont ces arcs font partie soîtégaleà AB; soient respectivement B', A',' 
Idi points où cette droite coupe les circonférences passant par a yb', en 
menant B'a et K/b se coqpant en C , le triangle K'WQ/ sera le triangle 
dieccbé. U'est clair en eJFet que , parla construction , les points'a ^ è ,c, ' 
•e trouveront respectivement sur les directions de ses côtés B'C , CA', 
^Qf ^ de plus son côté A'B', et les deux angles adjac'ens se trouvant 
aussi , par construction , égaux au côté AB et aux deux angles adjacens ' 
d« triangle donné , d'où il résulte que ces deux triangles sont égaux. 

On peut } par le point c ^ mener de deux manières la droite dont Iv 
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portîoQ Intercepta entre les deux, circonférences doit être égale Ik AB , 
ce <]uî fournit dëjà deux solutions du problème : cette observation a élé 
également faite par MM. Vecten., Rochatet Fauquier. M^ Vecten a remar- 
qué de plus que les arcs capables des angles B et Â pouTÛent être îndiiTé- 
remment décrits de l'un ou de l'autre càté de ea et ^^ , ou , ce qui revient 
au même , qu'on pouvait décrire d'un jnéme cûté de ces droites , des arcs 
capables tant des angles B et A que des supplémens de ces angles , ce. 
qui donne lîeu h quatre solutions du problème. A la vérité , les deux 
arcs décrits sur ca peuvent être combinés avec les deux arcs décrits sur 
ci- de quatre manières différentes , ce qui semblerait devoir conduire à 
huit solutions du problème; mais.il est facile de se convaincre que des 
quatre combinùsons dont ces arcs sont susceptibles, il n'y en a que deux 
seulement qui donnent un triangle égal au triangle ABC Lev deux 
ailtres donnent un triangle dont un c6té est égal au côté AB de ce 
triangle , et dont un des angles adjacens est égal k un des angles A , 
B,maisdont le second est supplément de l'autre. La figure 7 représente, 
les quatre solutions indiquées par M. VecteB ; on y a ponctué de la 
même manière les cercles qui doivent être combinés ensemble ; fi ^ fi' 
sont - les centres de ceux qui sont décrits sur ac ^el»,!^ sont les centres 
de ceux qui sont décrits sur ^t; , de manière que les cratres des cercles 
il combiner sont »fi , »'fi'. 

M. Vecten a soin de remarquer, que le problème.ne peut avoir quatre 
solutions qu'autant que la moitié du.câté t^onné AB sera moindre que 
la plus petite des deux distances «js Xj*^ * <iue si elle est égale à cette'* 
distance, le nombre des solutions se jëduira à trois ; qu'il n'y en aura,, 
que deux si ;AB se trouve compris entre •fi ,' Jfi' ; qu'il .n'y en aura 
qu'une seule .si ^AB se trouve égaU la plus grande de ces deux distances; 
et qu'enBn le problème sera impossible s'il la surpasse. . 

M. R.ochat , en con^dérant que l'arc capable de l'angle C , construit . 
sur la troisième, distance â^ , doit couper les deux premiers au môme, 
point , a déduit de cette observation les deux théorèmes sulvans : 

/. Trois points a , b , c , étpnt pris respectivement d'une manière 
arbitr^re sur les côtés BC, CA^ AB,4f«n triangle ABC, ii r&n. 
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fait passer ^s circonférences par les systèmes de points a ^ b , C ; 
£f c , A , c , a ^ B , f£f circonférences se couperont toutes en un même 
point, ' 

, //. Trois circonférences passant par un même point t* et se' cou- 
pant de plus deux à deux en des points a , b , c , // existe une infinité 
de trianf^les dont les côtés passent respectivement par ces trois points et 
dont les sommets sont respectivement sur lés trois circonférertcesdonnées* 
; Tous ces triortgles sont semhlahles entre eux et au triangle dont 
les sommets sont aux centres des trois cercles y et ils ont tous 
. le point P 'pour point homologue commun. Le plus grand de tous est 
: celui dont les côtés sont parallèles aux droites qui joignent deux 
è deux les centres des trois cercles. 

L'arc capable de Tangte C décrit sur ah peut, entre autres usages ,■ 
servir à lever l'incertitude' où l'on pourrait £tre sur la manière de 
combiner deux à deux les quatre arcs dàrrits sur ca eX ch; on voit- 
en effet, par ce qui précède, qu'il ne faudra prendre ensemble que' 
cdux qui couperont ce troisième arc , décrit soit d'un côté soit de- 
Vaùtre de ah , en un même point, 

. Les trois points donnés a, h , c ^ peuvoit'étre situés sur une 
m^me ligne droite , et c'est un cas qui a été examiné par M. Vecten.'' 
11 n'y a alors aucun changement à faire dans la construction déjà ' 
indiquée. Il arrive seulement, dans ce cas particulier, que les deux 
distances que nous avons désignées par «jS et m'^ sont égales , et 'qoe ' 
conséquemment , suivant que ABsera plus petit' que le double de' 
l'une d'elles, égal h ce double ou plus grand que ce double , le problème * 
aura quatre soliitions, deux solutions ou sera impossible. 

-PROBLÈME IL Construire un triangle qui soit' égal à un trian- ' 
gle donné et dont les sommets soient respectipement sur trois droites ' 
données ? (*) 



'"Ci Co problème s dlé Iraili! par M, Carnol { Voyes Giomitrie ât position , 
p4^ &77 ) ; mail l'aureùr s'eàt contenté âe donner une formule alg^bntjue. It à atm' 
été traité par STnefon ; voyea lei Priiuipts , livra I , Saaùia XXVI. 
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Où stippiAC' eDGore ici que l^u a désigne , h l'avance , les sommet* 
-qitL doivent se trouTef sur chacune des droites danDée& , ce qui rend 
le nombre des solutions six fois moindre qu'il lie le serait si l'on 
pattvaii indiiËéiemment établir chaque sommet sur chacune des droites 
doaaëeG. 

-. MM. Vecten , Rocbat et Fanquier ont également ramena ee pro- 
blème au prëcédeat ^ et il n'est pas difficile de voir que réciproque- 
ment le précédent pourrait être raaiené à celui-ci. VoiCi donc à quoi 
sfr réduit la . construction d« ce dernier problème : 

Soit ABC le triangle donné ( fig. S) et èc , ca , ûh ^ treis.droïteA 
doniiées; il s'agit de construire un triangle égal au triangle ABC et 
dont les sommets des angles égaux k Ay Bj C, soient respectivement 
situés sur hc^ea^ ah. 

. Construction. Soit construit (Problème I. ) un triangle a'h'c' , égal 
à akc f et dont les câtés passent respectivement , savoir , h^c^ par A , c'a*- 
par B, fl'^ par C Soient alors coupés. ic, ca , aè , en A', B', C,' 
de la mfime manière que le sont b^c^ , c'a' , «'^ , en A , B , C ; ti- 
rant alors A'B', WC/, C'A', le triangle A^S'Csera le triangle demandé- 

M. Vecten observe qu'en général quatre triangles pouvant se trou- 
ver dans les mêmes circonstances où se trouve le triangle ,0'^^/ , il<- 
s'ensuit que pareillement quatre triangles peuvent se trouver dans Jeâ 
méme^ circonstances où. se trouve le triangle A'B'C ; c'est-à-dire, 
que ce second problème , comme le premier , peut admettre quatre- 
^lutions. La figure 9 représente ces quatre solutions , telles qu'îles 
ont été indiquées par M- Vecten. 

M. Vecten, observe ensuite que la construction indiquée ci-dessos 
dftrient illusoire toutes les foi» que les trois droites données ne for- 
ment pas un triangle ; ce qui peut arriver de diverses mani^vs qu'il; 
considère successivement. 

x.* Il peut arriver (fig. io)queles droitesdonnées CKA', O'B', O^,. 
M coupent en un même point O; alors, décrivant sur deux qaelcon- 
qufia CA > GB , .des cdtés du triangle donné , pris pour cordes , et da ' 
oâté de 11utài«ar de «e triaDglej des arcs COA, COB , capables.de» 
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<mglesC'(VA',',C/(VB',et tirantOC, ÔA, 0©;én porfahtceslongneurt 
»ur<>'0,(yA',0/B',^<yen C',A',B',ettirant A'B', B'C/.CA'; 
ie triangle K'WO résout le problàme. Ce problème a deux solu- 
tions; car, en pPoUmgeant h'(y , B'O' , Oiy,- au-delà du point O" 
des quantités 0'A''',0'B", O'C'''', quileur soient respectivement égales', 
et menant A^'B^., fi/'Cf', CA'', le triangle K"h"(y' seni a«ssi égal 
»u triangle ABC, etsarases sommets sur les droites- CA'-, O'B'jO'C'. 

-, 2.° Il peut arriTW ( fig. ii ) que ^eux oa', hi/ des droites don- 
nées soient parallèles , la. trmstènïe C/ O^les coupant respectivement eil 
» et |S ; alors , l'angle égal à C dans le triangle cherché étant c^elul 
dont le sommet doit être sur C C , il faudra sur CA, CB, pris pour 
c ^gAt^ ^ <t ^f ir ïfft.itfj m rf ,- fr* j p wTti «ornent capables des angles fnui* 6t «^^i 
menant ensuite par C ( Lemme ) deux droites dont les parties */f^ y 
tf'f)," y interceptées entre les deux arcs, soient égales à «iS , et tirant 
y^ , «"At, ^'B , fi'^ t 1m dcttx dernières drei*es-8e trouverpilt, d'elles- 
mêmes , respectivement parallèles aux deux premières ; coupant donc 
«i9 en (y y ÇJ' de la ipâme inai}1èr« 'que. Jpf 6t ,t^ff' le sont en C ; et 
faisant de plus «A' , mK" , isB^ , isB'^ , respectivement égales \. JK , 
««A, ii^, ^"B.et tirant A'B'jB^Oi CA^ A^-^', W'ÇJi ^f^/'hf'y 
les triangles Â'B^C'' , K"^"0^ , seront deux jf^Iulians du prpblime;' 
Au moyei) de ces deux solutions on en oI>tî^ndra beîleaMnf dfeux 
^utres,'en imaginant que l'on fasse tourner 'les triangles 'ô|A^) C/^A/'IB^^' 
^tour jle deux perppqdiciiiaires à a#'j ■W'j.J'HHe.passaptipar -C<et 
l'autre par 'C^ ; les deux nouveaux, triangles setc/aX OA/"W^^ 'ci.v 
ÇJ'h.""W"'. 

■■ 3." Il peut enfiti arriver que les trqis. droites données aà' , bh' , èi^ , 
(fig. 13 ) soient parallèles , et alors il est facile de comprendre que le 
triangle donné no saurait être quelcQBque , et qiie, sll est iA qu'il, rande 
le problème possible , ce problème s«ra indéterminé. Si eneiTet le triaqg)«', 
A^C satisfait aux conditions iht problème , en fusant gUss<er deux , 
de', ses sommets , suivant les parallèles sur lesquelles ils se trouveront 
sttùés y le troisième ne quittera pas la troisième de c«s parallèles > et 
cootséquemmcntle triangle artisf e iat o ujuuraauJC XODdUiona du problème. 
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3a QUESTIONS PROPOSÉES. 

Supposant donc , pow rendre le problème possible , que les deux 
càtés CA. , CB , du triangle CAB sont seuls donnes ; de l'un quelconque 
C/ des points de cc^ et avec CA , CB pris successivement pour rayons , 
OD décrira deux arcs , le premier coupant aa< en A' , A.'^ , et le second 
coupant èè^ en B' , B^' ; tirant alors CA' , C'A" , C/B' , CB" , A-'B' » 
K"W , A^'B' , A'B" , on formera les .quatre triangles CA'B' , 
C/K'h" , CA^fi/' , CA"B' , dont les deux derniers ne di|ftrent des 
deux premiers ^ue par leur situation entre les parallèles y et dont cha- 
cun , à cause de ^'indétermination du point C , donnera Keu à une infi- 
nité de solutions. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problèmes dé Géométrie. 

L A nn polygone rectili^e donné , inscrire un autre polygone recti- 
ligne , d'un pareil nombre de cdtés, équivalant à une surfafee donnée , 
et dont les cdtés ou leurs prolongemens passent respectivement par un 
égal nombre de points donnés de position. 

II. Construire an quadrilatère dans lequel on connaît les quatre côt^ 
et la droite qui joint les milieux de deux côtés opposés. 

Théorème de Géométrie^ 

Les droites qui vont de l'un quelconque des points d'une hyperbola 
ifquilatérale aux deux extrémités d'un même diamètre transrerse quel- 
conque t aont également inclinées à l'une quelconque des asymptotes. 
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AXES PHINCIPAirX DES SURFACES DU 2.' DEGRÉ. 33 



GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

Détermination de la longueur des axes principaux dans 
les sur/aces du second ordre qui ont un centre ; 

Par M. Bret , professeur de mathématiques transcendantes 
au lycée de Grenoble. 



Xj'ÉQUATlON gënërale des surfaces du second ordre est 

Ax^Ay''+A"Z'+^e+zB'xx+aB"xy+xCx+:iC'y+iC"t+I>=o, 

Si on ne considère que les surfaces qui ont un centre , on pourra , 
en transportant l'origine des coordonnées à ce centre , faire disparaître 
de cette équation les .premières puissances des variables x^y^z^eX 
oa obtiendra l'équatioii plus simple 

Substituons à x ^ y , x , les valeurs qui servent à passer du système 
de coordonnées rectangulaires * , ^ , z , à un autre système de coor- 
données aussi rectangulaires x* , y* , *' ; et pour cela rappelons les 
formules connues 

j=i:''&is.«-f-y'Cos.«'H-i'CosV^ y 
y=.x'Qjs&,fi-\-y'(jCA.I^'\-z^Co%.p" , . 
i=x'Co3.y-f^Cosy-t-x'Cosy i 

ensuite les équations d^ condition 

Tom. IL 5 
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34 AXES PRINCIPAUX 

Cos.'» -+-Cos.*^ -J-Cos.V =1 » 
Cos. V H-Cos.'i8' +Cos. V = I , 
Cos.V/+Co8.V+Cos.V'=i î ■ 
Co5.a .Cos.»' -f-Cos.,a .Co5.;8'' -j-Cos.}- .Cos.y' ^O j 

Cos.*' .C0S.«"+CoS.;8' .CoS.;8"+CoS.v' .CoS.y"=:0 , 

Cos.«".Cos.» -|-Cos./s".Cos.,8 -|-CosV.Cos.> =o i 

lesquelles peuvent, comme l'on sait, être remplacées par les suivantes 

Cos.'«-J-Cos.*«'+Cos.'«"=i , 
Cos.*^-|-Cos.'^'+Cos.';a'''= i , 

C0S.'}H-CoS,*)/+CoS.'y"= I J 

Cos.«.Cos.p+Cos,«'.Cos.^'-}~Cos.it".Cos.|9'''=o f I 
Cos.ji.Co8o^-Gos^.Cos.y'~t-Cos.jï".Coso/''=o , 
Coso'.Cos.«-|-Cosv'.Cos.i»'+Cos.y".Cos.«"=o . , 

Nous aurons , en faisant disparaître de la nouvelle ëqua^on les rec- 
tangles je'y^ , y'z' , z'x' , ce qui est toujours possible (*) , l'équatioa 

P^r'H-i'y •f-i"'*^'' = H. 

Nous allons maintenant chercher l'ëquatlon du troisième degrë qui 
a pour racines P, P^y P^'. 

On trouve cette ëquatioQ , de la manière la plus simple , en pas- 
sant de Téquation 

i»^»-l_py +p//i/* -H (I ) 

\ celle-ci 

Âx'-^AY-\-A"z*-^:tByz-if:i.'Bfzx-^2.n"xy=H. (II) 

(") Voyes l'Application -de ^algèbre à U giomitrit de MM. Mortge et Hachette i 
Toyes ausâ U Géométrie analitique de M. Biot. 

( Hott des iâittufs. } 



y Google 



DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ.- 35 
Pour cela posons les valeurs àe i^ t y' , z' y &a a; ,y , z , o^ Talears 
sont 

x'=-xCos.m -^yCos.? H-zCcs-y , 

^=jrCos,«'-4-;j'Cos.^''+zCosV , 

^•'=j:Cos.(«"H-/Cos.|8"+zCosj/' . 

Substituaat ces râleurs dans l'ëquation (I) , et comparant celle qui en 
résulte jk l'équation (II), on trouve 

i>Cos."--i-i>''Cos.V4-p/'Cos.V=^ , ) 
PCos.»/ï+p/Cos.V'+i"'Co5.'is"=^' , J (G) 
PCos.'H-^'Cos.V+P"Cos.%//=^" î ) 
/'Cos.^.Cos.5H-i»/Cos.^/.Cos.î/-+-P/'Cos./i//.Cos.5//=^ ,4 
PCoso'.Cos.-4-i'''Co3.î/.Co5V+P'/Cos.y".Cos.*/'=5' , ! (D) 
i'Cos.«.Cos.H--P''Cos.«/.Cos.ii^+i»/'CosV.Cos.i§'^=fi/' . ) 

11 est visible que Ton parviendra à l'équation dont les racines sont 
/* , i*' , P" , en déterminant , au moyen des équations de condition , 
les valeurs de P~\-P'-\-P" , PP'-^P'pf'-\-P"P , PP'P". 

D'abord, si l'on ajoute les équations (C) on a, en vertu des équa- 
tions (A) , 

Pour simplifier les calculs suivans , je ferai usage des notations que 
voici 

etc. , etc. , etc. 
Cela posé , dans les équations (C), efièctuons le produit AA' ^ npus 
obtiendrons 

./^^'=:yP'Co8.'*.Co5.'H:/PP/(Co8.*«.Cos.?y-+-Cos.V».Cos.'/i) ; 
or , les équations (D) donnent 

B'" =/P'Cos.»-.Cos.»M-2/P-P''Cos,«Cos.«'Cos.^Cos.^' j 
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retranchant donc ce demîer résultat du précédent, on aura 
^^'— S/^'=/PP/(Cos.«.Cos.^/— Cos.^.Cos.^)' ; 

on aura pareillement 

A' A"—B^ =//'P''(Cos.3.CosV— Cos.jï'.Cos.y)' , 
A"A — ^'■*=/PP'(Co5.y.Cos.-'— CosV.Cos.»)' ; 

donc 

i(Cos.A.Cos.A' — CosV.Cos.^)' , 
-KCos.^.Cos.y'— Cos.,9/.Cos.r)' , 
+(G)S.)'.CosV GïS.y'«C08.«)' . 

Mais , si du produit des deux premières équations (A) on retranche 
le quarré de la quatrième, on aura 
(Cos.-.(^-|9'— Cos.»'.Cos.«'4KCoï.;a.CoaV— Cos.;9'.Co».y)H-(C««.y.CoiJi'--Co»V.Coâ.«)»=i ; 
on a donc -simplement 

fAA'—fB'=fPP' , ou JP?'^JAA'—fB\ 

I! nous reste encore à trouver PP'P" ; pour y parvenir formons le 
produit AA'Â" , dans les équations (C) , nous aurons 

!ypîCo».»«.Co*.>^.Co«.>y , 
4/P»P'cCoi,..Cof.»|8.C«.>'-i-Co»-'ACM.»r.C«.»-'+Co».»y.Co».»«.CM.jr) , 
^K^f'V< ; 

K représentant la fonction de cosinus qui multiplie PP'V". 
EfTectiions aussi le produit des équations (D) , il viendra ■ 
/P^Coï.'. Coï ja.Co*.)- , 
'4:/P>P'{Cos.»».Co».^.Coï.y.Coa.i8'.Coa.y'4^s.»i8.Co8.v.OM.*Cofcy'.Cos^+Cos.V.Co8.*.Cos.^.C^ 
,+K'i'P'p'. 

K' étant le coefficient de PP'P". 

IjCS équations (C) et (D) donnent encore / 

/ /pîCos.>«.Cos.»^.Cos.»y , 
,rfB»= |-t^»P'(Co».»,8.C«.'j-.Cos.»«'+aC<»».'«.Co».(ï.Co».y. Coî-^Cos-V) 
(4.ii:"PP'P" ; 



y Google 



DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ. 3? 
-4:/P>i"(C(».>)'.Co«.*«.Cos,*^H-3CM.'il.Cos.>'.Co«.«.Cos.y.C(u.«0 

!/PiCoi.'».Co».'fi.Coa-¥ , 
-f/"l'»P'(Co».'«.C«.»frCos.')/+2CM.»j'.Co».-.Cofl.,<.Co».«'.Co».j9') 

Avec un peu d'attention , on- conclura facileibent de ces trois der- 
nières équations et des deux précédentes. 

AA'A"+:iBB'B"—AB*-A'B"-A"B"'^F.PP'P". (E) 

Four obtenir la valeur de F, j'observe qu'étant simplememt une fonc- 
tion de cosinus , sa valeur est indépendante de celles que l'on peut 
attribuer aux coefficiens A , A' , A" ^ B y S' , B" ; ainsi posons 

A=i , A'^i , A"=i , fi=o , J/=o , B"=o , 

Les équations (C) , (D) , deviennent les équations (B) , lorsque P= i , . 
P'=i , P"=i ; donc l'équation (E) sera vraie, dans la môme hy- 
pothèse, et comme elle se réduit à F=i , on en conclut que 

PP'P'f~AAU^'+2BB'B"^AB*^A'Bf'^A"B"' . 

partant l'équation du troisième degré qui a pour racines P y P' ^ P" , 
sera 
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ANALISE ELEMENTAIRE. 

Application aucc équations du premier degré de la mé- 
thode d'élimination par la recherche dun commun 
diviseur entre les équations données. 

Par M. G. M. Raymond , principal du collège de Chambéri, 
membre de plusieurs sociétés savantes et littéraires. 



A MM. LES REDACTEURS DES ANNALES. . 
Messieurs ^ 

V OICI encore un article très-ëïëmen taire que je soumets \ votre indul- 
gence et à celle de vos lecteurs. Peut-être les détails les plus minutieux 
ne sont-ils pas toujours ioutiles aux Intérêts de l'enseignement. Le 
grand Newton n'a pas dédaigne de descendre jusgu'à la soustraction 
et à l'addition , pour y introduire la lunkière de son génie , et , après 
lui , les ILiagrange et les Laplace se sont arrêtés , avec complaisance , 
sur les opérations les plus simples du calcul pour en développer la 
métaphysique. Qu'il me soit donc permis, MM. , pendant que les savans 
auteurs et collaborateurs des Annales rassemblent d'împortans maté- 
riaux autour de t'édîBce de la science» pour son accroissement et sa 
perfection » d'apporte.r quelquefois mon grain de sable dans la masse 



I. Les méthodes d'élimination entre plusieurs équations simultanées 
ont , en général , pour objet de réduire deux quelconques de ces équa- 
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lions k une eeole. Pour obtenir ce résultat « dans les équations du pre- 
mier degré , on indique ordinairement Irpls méthodes qui consistent ou 
^ prendre la valeur d'une inconnue dans l'une ées équations pour ta subs- 
tituer dans l'autre , ou à i^ïer «ntre elles les valeurs d'une même iucoo- 
nue tirées des deux équations , ou eoBn à modifier les équations par 
voie de multiplication , de manière qu'en les ajoutant l'une à l'autre , 
l'inconnue qu'il s'agît d'éliminer disparaisse d'elle-même. -On aurait pu 
iacilemant remarquer que ces tnÀs mélhmies qui , au surplus , ne 6(»t 
^ue la même présentée «vus dijBîérens aspects , revienoeat au fonds k la 
recherche d'un commun diviseur entre les équations devinées ; diviseur 
composé de l'une des inconnues et subordonné aux valeurs des autres 
inconnues déterminées convenablement à la question. Ëo cherchant ce com- 
mun diviseur par la division ordinaire» on emploirait une méthode d'élimi- 
n^ition qui aurait le -double avantage d'être souvent plus courte que les 
procédés rappelés ci-dessus, et d'être uniforme et applicable à tous les 
degrés : on préparerait àineî ^à favaitce, la thécrie de l'éUminatioa ap- 
pliquée aux équations supérieures. 
Ji. .Soit le système des -deux équation* Minultaliées. 

Puisque la râleur de s doit ^tre la même dans Ces deux- équations , 
ainsi que la valeur dé y , il est évident que, si Ton y remplace y par 
sa valeur effective , les deux équations «fcvront contenir une valeur 
commune de x expmnée par un facteur de la forme 



Et , comme nous supposons que les équations (À) dînèrent, essentielle- 
ment , elles deviendront alors de la forme 

D'où Von voit que le commun diviseur x—» se trouverait par la di" 
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TÎsioDJ en supprimant dans le diviseur le facteur a oa a'^ comme ne pou' 

Tant faire partie du commun diviseur clierchë. 

3. Si l'on a un nombre n d'équations simultanées ; que , dans ces 
équations, a, «', a",.... désignent les coefficients respectifs de x; 
b, b' t b" f.... ceux de yi c, r', c" ,...* ceux de z; et ainsi de 
suite; et qu'en même tems •, jS , v,.... désignent respectivement les 
valeurs simultanées de x^ y , z,.... qui conviennent à la question; 
il est facile de prouver qu'ayant remplacé [n — i inconnues par leurs 
valeurs respectives, les équations données se trouveront réduites à l'une 
des classes de formes suivantes : 

a (:r— -)=o , b (y—fi)=zo , c (r— y) = o , 

a'{x — •) = o , b' (y — j8) = o , (/(z— r)=o , 

a'^(x—m)=o , .. b"{y — i9)=o , r''(z~~i-)=o , 

elles acquerront donc un commun diviseur qui , égalé à zéro , donnera 
la valeur de la n.'*"* inconnue. 

4' La découverte du diviseur commun x—m , entre deux équations à 
deux inconnues , est donc subordonnée àl? connaissance et à la substi- 
tution de la valeur de y convenable k la question ; or on trouvera cette 
valeur en ordonnant d'abord les équations données par rapport Jk x , en 
divisant le premier membre de l'une par le premier membre de l'autre, 
et en égalant à zéro le reste indépendant de x : car l'anéantissement du 
reste donne au diviseur employé la qualité de commun diviseur en tant 
que l'on remplit la condition qui résulte de l'anéantissement de ce reste 
fonction de y , c'est-i-dire , en tant que l'on donne à y , dans les poly- 
nômes dividende et diviseur, la valeur qui résulte de cet anéantissement. 

Je sais bien que je ne fais que reproduire ici le raisonnement .exposé 
dans tous les traités élémentaires d'algèbre , à l'article de l'élimination 
appliquée aux équations des degrés supérieurs ; mais il me semble 
qu'employer d'abord ce raisoni^ment pour les équations du premier 
degré, c'est te mettre à sa première place naturelle, en lui donnant 
une application facile à saisir , qui comme je l'ai déjà remarqué , a 
, l'avantage 
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l'avantage de coordonner toute la théorie de l'élimination sur un plan 
unique et régulier. 

5. Divisons donc la seconde des équations (A) par la première , dans 
la vue de déterminer leur plus grand commun diviseur j la division 
étant faite et le reste égalé à zéro » on aura 

(aé'~'èa^-+ca'—at/= o , (R) 
d'où 

ac' — ca' 

Si l'on substitue cette valeur de y dans les deux éqnatîons proposas j 
elles deviendront , toutes réductions faites , 

ce qui met ^ découvert le diviseur commun en x qui résulte de la 
valeur qu'a pris y , dans l'anéantissement du reste de la division ; et 
le diviseur commun, égalé à zéro, donne la valeur de x qui con- 
vient à la question. 

Soient ces équations numériques 

3x — 2y — 4=0 , SaH-Sy — 5i=o. 

Divisant le premier membre de la seconde par le premier membre 
de la première , au moyen de l'introduction du facteur 3 dans le di- 
vidende, on. trouvera le reste 1^ — 133 qui, étant égalé \ zéro, donnera 

Cette valeur de y , mise dans les deux équations ptnposëes , les réduit 
i celles-ci 

3(x— 6)=o , 5(jr— 6)=o , 

qui ont pour commun diviseur le facteur s — S , exprimant ]a valeuv 
de X commune aux deux équations. 
11 est inutile d'observer que , dan* la pratique , il suffit de subsd- 
Tom, IL 6 
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tuer la valeur de y dans l'une des équations proposées , potir en tirer 
la valeur correspondante de x (*). 

6. Si les équations proposées n'avaient pas de dernier terme , auquel 
cas on sait que les inconnues sont nécessairement nulles ou indéter- 
minées ^ le reste (H) égalé à zéro, se réduirait à 

condition qui ne peut être satisfaite que de deux manières , savoir : 
i." par la nullité du coeAicient de y , ce qui rentre dans le cas ex- 
posé plus bas (lo) et donne /=;; 2.** par la valeur ^=0 , d'oà 
résulte aussi jr=o. 

7. Soit maintenant le système des trois équations 

a x-\-b y-^c z — d =0 , 

a' x-\-h' y-\-(/ z-~~d' ^=-0 , (C) 

a"x-\-l"y'^(^'z—d"=Q . 

Divisant successivement le premier membre de cbacune des deux der- 
nières par le premier membre de la première , et égalant les restes 
à zéro , on aura 

{ab*'—ba")Y-h{ac"~ca")z+da"—ad"=.o . (R'^ 
Divisant ensuite le premier membre de l'équation (W^ par le pre'> 
mier membre de l'équation (R') , et égalant à zéro le nouveau reste, 
on aura 

(*} On peut objecler q< e la m'thode de soustraclion ne difTére en aucune manière 
de celle que j'indi<]ue , toïl dans la niodî F. cation pn^alable des deux équalion» don* 
néea , loit dans l'usage du reste emploj'ë k dëlermhier l'inconnue qu'on n'a pat éliminée. 
Cela est vrai , et je l'a' di'jA ob erv^ plug baut (i). Mais je réponds que le rnitonne- 
ment difl%re complèiemenl dans tes deux procèdes ; que celui de la soustraction , 
émploj'ëe comme teUe , ne se pri!sente que comme un cimple artifice de calcul ; qu'il 
n'éclaire pas l'esprit et ne riipand aucun jour sur la dëterminalion simullanée ei rëcîpro» 
(]ue des deux inconnues ; qu'enfin il exclut toute applictlioa aux é^uitiom de» degré» 
supérieurs* 
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Béreloppant , rédtùsaot , simplifiant et dégageant z » on trouvera enfin 

^~ ab'c"~-ac'b>'+ca'i>'—*a'c"+ic'a"—cb'a''' 

Ces opérations, dont la longueur provient de l'emploi des lettres, 
deviennent très-expëdltives sur les nombres , h cause des réductions 
qui s'ex<!cutent immédiatement. Au surplus les autres méthodes, ap- 
pliquées à des équations littérales, comportent exactement les mêmes 
détails de calcul; maïs, quand bien m£me celle-ci n'aurait pas tou- 
jours l'avantage de la brièveté, on ne saurait, du moins, lui con- 
tester celui de la généralité. 

8. £n divisant , comme nous l'avons fait , les deux derni&res équations 
(C) du N.^ précédent par la première , on conçoit que les conditions 
(RO (R'O font acquérir aux premien membres de ces trois équations 
nn commun diviseur , fonction de ;r , que l'on mettrait en évidence 
en substituant dans les équations (C) les valeurs de ;c et y données 
par les équations (R') > {R^O * comme nous l'avons vu pour le cas de 
deux inconnues. 

Donnons maintenant un exemple numérique , et soient pour cela les 
(rois équations 

2x — 3jH-3i— 3 = o , 

Sx+zy~~2z—S = o , 

3jr+7jr — 5z — 7 = o . 

En divisant le premier membre de chacune des deux dernières par le 

premier membre de la première , et égalant les restes à zéro , il vient 

d'abord 

igy— 14«— 1=0, (r') 

23y — i6i — 5=0. (r") 

Pivisant ensuite (r'^ par (r^) , et égalant encore le reste i zéro , on a 

i8z— 72=0 , d'où 2=4 i 
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substituant la taleur de z dans (r^ ou (r") , on troure 

substituant enfin les raleors de _^ et de 2 dans les ëquations proposées , 
elles deriennent 

z(x — 2)=:o » 

5(x — 2)=0 , 

3(* — 2)^0 ; 

d'où l'on voit que la valeur de * se présente sous la forme du com- 
mun diviseur a: — 2 (*). 

9. Si les équations proposées n'avaient pas de dernier terme , les 
restas (R-) et ÇR.^^ se réduiraient à 

^fl^ — ha')y-\-{ac' — ca')z~o , 

[^ab" — ha")y-\-{ac"—-ca")z=^o ; 

équations qui , appartenant au cas indiqué (G) , font voir sur-le-cbamp 
qu'on aurait ^=0 , z = o ,d'où j:=o ; à moins' cependant que les restes 
ci-dessus ne fussent nyls d'eux-mêmes y par la nullité des coelHciens 
- de y et de z , ce qui donnerait des valeurs indéterminées pour les 
inconnues. 

10. Si quelques-unes des équations proposées rentraient les unes-' 
dans les autres y le caractère indéterminé de la question se manifes- 
terait par la nullité absolue du reste de la division. Soient , par e^Lem- ' 
pie les équatious 

ax^hy — r=o , m{ax-\-hy—'C)^o. 

(*) Si les ëijualions proposées apparlenaîent respeclivement ft troii plant , la con- • 
dtlion (/") exprimerait la projection , sur le plan Aea yz , de l'intersection du premier 
el du second plan ; la condition (r") la projection , sur le même plan , de Tint crsec lion 
du premier et du troisième ; enfin Télimlnation dey , entre (rO et (r"), la prejectîon , 
aar l'axe des e, de l'intersection de ces deux droites ; ou, ce qiû revient aumé^e, 
' la projection , sur l'axe des z , de l'intersection des trois plans , laquelle aurait iJnsi , 
pour «es équation* g=^ , y=^ , v^3. 
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La dÎTision de la seconde par la première donne le quotient exact m , 
et en égalant le reste à zéro , comme s'il n'était pas nécessairement 
nul , on obtient l'équation 

{mb^mb)y-^mc—mc=o , 
d'oà l'on tire, pour ^ toutes ces fonnes de valeurs 

) 



c(fn—m') 


m(c— c) 


mic—c-) 


<' 


mib—b) 


^ ACm— m) 


y^mib-it 


^=ïr 



y 

Les trois premières se réduisent nécessairement à 

y~% •» 

quant à la dernière elle devient , par la suppressiim du facteur commun, 
c 

r=T- 

cette valeur , substituée dam l'équation 

ax+by-~c^o , 
donne 

ax^.0 ; 
ce quî exige que l'on ait j:=o , si toutefois a n'est pas nul. Ces i^- 
sultats sont exacts, puisque la nullité de l'une des inconnues déter- 
mine nécessairement l'autre, en sorte qu'alors l'équation proposée n'en 
renferme proprement qu'une seule. 

II. Si l'on avait trois équations, l'indéterminatîœi pourrait d'abord 
dépendre de ce que deux d'entre elles ne difTéreraient que par un 
multiplicateur commun à tous les termes de l'une d'elles , et cette 
circonstance se manifesterait , comme dans l'exemple précédent , par 
la nullité absolue du reste de la division de ces deux équations l'une 
par l'autre, ou par l'équivalence des équations en ^ et z qu'on ob- 
tiendrait en égalant à zéro les restes de leurs divisions par la troisième. 

Si, en second lieu ,rindétennination résultait de ce que l'une des 
équations serait la somme des produits des deux autres , chacune par 
un certain facteur , cette circonstance se manifesterait ' encore par 
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r^uivalence des équations en y ut £ qu'on obtiendrait en i^gàlant 
à z^ l^s quotiens de la division de deux quelconques d'entre elles 
par la troisième. 

Si enfin le problème ^tait plus qu'indéterminé ^ c'est-^-dire , si les 
trois équations prises deux à deux ne différaient que par un multi- 
plicateur commun à tous l»s termes de l'une d'elles , dans ce cas 
le reste de la division serait identiquement nul y quelles que fussent 
les deux équations sur lesquelles on l'opérerait. 

12. Si la division de deux des équations du problème l'une par 
l'autre donnait pour reste une quantité toute connue, l'impossibilité 
d'égaler ce reste à zéro , annoncerait qu'il ne peut exister de commun 
diviseur entre ces équations qui par conséquent ne sauraient avoir lieu 
en même temps ; le problème serait donc alors impossible. 

Soient par exemple les deux équations évidemment incompatibles 

ax-\-hy — tf=o , max-^mby — nf=ro j 

en <5galant à zéro le reste de la division de la seconde par la pre- 
mière, «n aura : 

(m— b)c=o , 

condition absurde, tant que m est différent de n y^Xc différent de zéro. 

Si l'on écrivait le reste, sans y opérer de réductions, on aurait 

(m— nî)o/-+-(m — n)c-^o , a où y= j 

symbole de l'infini , qui peut seul lever l'absurdité exprimée par le 
système des deux équations proposées (*). 

(*) LlmpoUlbilké de> problème! à ptut de deux inconnues prësenie pluiieun caa 
<|u'ilp«ut Être utile de faîn renurquer aux commençana. 

Supposons que l'on sït seulement (rois équations entre trois inconnues ; Il pourra 
d'abord arriver que , de quelque manière qu'on prenne ces ^uatlons deux it deux , elles 
•oient également incompatibles; ce qui revient, en gëoméirie, à cherclier le point 
commun i trois plans parallèles. 

Il peut ensuite arriver que , l'une d'elles pouvant avoir lieu avec chacune des deux 
Kfirtt , prises séparément , cet dernières soient incompatibles .entre elles , ce qui 
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Il résulte das considérations précédentes que la. méthode d'élimina- 
tion par U recherche du commun diviseur , fait reconnaître toutes les 
circonstances et tous les ca« particuliers que peut présenter un problème 
du premier degré ('). 

revient , en gi'ométrie, à chercher le point commun k trolsptans dont deux >ont paraliéln. 

Il peut arriver aussi que deux des équations proposées soient équivalentes, étalon, 
ti la ti'oisiéme est incompatible avec l'une d'eltcs, elle le sera aussi avec l'autre; ainsi, dans 
ce cas , \c pioblème sera indéterminë dans un sens , et impossible dans l'autre. Ce ca« 
répond , en géométrie, k la reclicrche du point commun à trois plans dont deux 
se confondent et dont le troisième leur est parallèle. 

11 peut enEn arriver que , de quelque manière que l'on prenne les (rois équations 
deux k deux, elles ne soient pas incompaiibLes , et que néanmoins le problème soît 
impossible , A raison de la contradiction qui existera entre les deux équations qui 
résulteront de l'élimination d'une même inconnue entre elles. C'est, en géométrie, 
le cas de la recherche du point commun i trois plans qui , sans être parallèles entre 
eux , sont parallèles à une même droite , et te Wopent conséquemment deux à deux 
suivant trois droites parallèles. 

(*) On ne saurait contester ji M. Raymond l'utiVté , on pourrait presque 
dire la nécessité , de corom^cer par le premier degië l'application -des procédés 
g^oérauK d'élimination ; mait ce serait une erreur de croire qu'il faille se bOQier , pouT ^ 
ce degré , à ces procédés généraux qui ont principalement pour objet d'éluder U 
résolution des équations par rapport aux inconnues qu'il s'a^t de iâire disparaître', 
ce qui n'est en cSet d'aucun avantage lorsqoe les équations sont du premier degré. 
La méthode du commun diviseur en particulier n'a pu naftre que dé réflexions qui 
supposent déii une certaine habitude de l'analise , tandis que , pour le premier deerë, 
l'élimination, soit par les substitutions soit par l'expression de l'égalité entre diverset 
yaleurs d'une m£me inconnue , se présente , pour ainû dire , d'elle^^âme à l'kspnt. 

La méthode d'élimination par les nuIlipLcateurs indétermili^ fie doit pas «on plui 
£tre négligée, d'autant qu'elle a pour analogue , dan»^ ld(p^ «^^ours, cell« mi 
a été présentée par BetQut dans sa Théorie des équptiotn algib^^ues ; mais , pour 
lui donner toute l'élégance ei la simplicité dont elle peut élr.e tuscepdhle, il Ci^nvieat 
d'emplover autant de mulliplic^ui;s que d'équations ,- ce qui permet den'admeltre , pour 
ces multiplicateurs , que des valeurs entières, et montre ^inii ,. dès Içs ^K^àetf! p«y 
dans l'analise , l'avantage qu'il peut y avoir k kitrodifire dana uae question plus d'in- 
déterminées que sa nature ne semble l'exigar* 

Swern d'abord les deux équations 
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48 ÉLIMINATION AU PREMIER DEGR^. 

Ija méthode à'Euler , fondée également sur la considératloo d'ua 
commun diviseur , peut aussi s'appliquer au premier degré ; dous n'en 
donnerons qu'un seul exemple. 

la somme de leurs produits par les indéterminées m et m' sera 

(mo^-m'o')*-^-C'n*-^-''"'*')x4*('™^■^''^^*'* 
si l'on veut que y disparaisse , il faudra poser 

mb+m'b'=:a d'où m'= j- ; 

posant donc , pour plus de simplicité m=i±b' , on aura m'= ^h ; ainsi , on fera 
^isparaî[reydei:es équations, en prenant la somme de leurs produits par ^fet ^*; 
on trouverait de même que , pour en faire disparaître x , il faut prendre la comme de 
"leTirs produits par ±o' et j+;o , on obtient ainsi 

cb'—bc' ac'-~ea' 

Ob'—ta' ob''^-baf 

Soient ensuite les trois ëquations 

a *+* y^ *-fJ =0 f 

la somme de leurs produits respectifs par m , m' ym" , sera 
iTha-i^'a'+Ai''a'')x-^lmb-^'b'+m'>b'')y+lme+n^ei-^'ic''}e+imJ^ 
iSi l'on veut que y et e disparaissent , il faudra poser 
' mb-i-m'b'+m"b"=o , m<vJ-mV+ffiV=o , 

d'où on tirera , par ce qui a été dit ci-dessus , 

/_ t>^'—^^" ^ ^_^ eB'—bc' 

^c" — c'b" ■ ' ^c" db" ' 

posant donc, ponr plus de simplicité, ffi=±<J'c'' — c'^')>>lviendram*=f:^(eC.^-^c^, 
m'"=s^,{btf—eb'). Akisi , on fera diapandtre , i la fois ,/ et « de ces trois ëquatioat^ 
ien prenant la somme de leurs prodoill rcspeotifs par 

On en ferdt disparaître x et x , en prenant la somme de leurs produits par 

^(e'a"-~a't") , :±:C_e"a—a"c-) , ± {«<»'— «cO ; 

et oa les délivrerait enfin de » et ^, en prenant la somme de leurs produits par 

dXC"'*"— *'"") ► ±:(o"i — i»ay , iCaf— AaO. 

Il est facile d'étendre ces consïdéralioiM i un plus grand nombre d'équations renferr 
rnant un é^ nombre d'inconnues. 

( Note Jet iditturt. ) 

Soient 
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PLAN DE PLUS GRANDE PROJECTION. 49 
Soient Ifis deux équations 

ax-\-hy — (r=o , a'x-^h'y—^'=o. 

On posera 

d'où , par l'élimination de x — » , on conclura l'identité 
ap^x-\-{bp'y — cp') — a'px-^b'py — c'p) = o ; 
laquelle fournira les deux équations 

apf=-a'p , J^ihy^c)'=^pih'y—(/) , 
qui sont suffisantes pour éliminer p et ^ j et qui , par l'élimination 
de ces quantités > conduiront à l'équation finale en y. 

U serait facile d'étendre ces diverses considérations à un plus grand 
nombre d'inconnues; mais c'est déjà occuper trop long-temps ici une 
place que nous devons céder à des tbéories plus importantes. 

J'ai l'honneur d'être , etc. 



GEOMETRIE. 

Recherche de la plus grande dçs projections ortogra- 
phiques ^un système de Jigures planes, données de 
grandeur sur des plans donnés de position dans tes- 
pace , et de la plus grande des projections orlographi- 
gués d'un triangle sphérique ; 

Par M, Lhuilieb , professeur de mathématiques à l'académie 
impériale de Genève. 

J_JA doctrine des projections ortographiqnes est de la plus grande im- 
portance , soit dans les mathématiques pures , soit dans les mathéma- 
tiques mixtes. Elle sert de base aux propositions les plus générales 
de la polygonométrie et de la polyhédrométrïc. Elle trouve des ap- 
Tom. IL 7 
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plications fréquentes et Importantes dans l'optique, Jaqs la perspec- 
tive , dans la géographie , dans la gnomonique et sur-tout dans l'as- 
tronomie. Tout ce qui peut contribuer à étendre oa à éclairer cette 
doctrine est d'une utilité ou immédiate ou indirecte. L'objet de ce 
mémoire est intéressant et- remarquable , soit par la réduction d'une 
question générale de maximum aux simples élémens, soit par l'accord 
de «es résultats avec les propriétés générales des poiyhèdres {^*), 

§. ■• 

Lemme. Soient deux droites dont on connaît seulement la somme 
des quarrés : on demande la plus grande valeur de la somme de.lèTîrs 
rectangles par des droites données de grandeur. Ou , soit un trian gle 
rectangle dont l'hypotbénuse seulement est donnée de grandeur , on 
demande la plus grande valeur de la somme des rectangles de ses 
côtés par des droites données de grandeur. 

Y 



i^Z 




X 

Soi* XCY un triangle rectangle dont on connaît Thypothénuse CY, 
Soient m et n deux droites données de grandeur. On demande la plus 
grande valeur de la somme mxXY+nxCX ? 

C) Mous taisiroiu celle occuion pour exprimer le voeu qu'i l'exemple de M. 
Fraruaur , cens qui écrivent des ^Umetis de gëometrie y introduisent l'impor- 
tante notion àe» projections , que par-tout on suppose connue et qui n'est pour ainsi 
dre priisentée nulle part ; celle notion) entre autres avantages, serait très-propre i abré- 
ger, et conséquemment à rendre plus clairs les énonces d'un grand nombre de théo- 
rèmes. On dirait , par exemple : les ^uarrit àes cordes gui, dans un âemi-eerele , 
partent àes extrimitis du diamètre sont proportionnels à leurs projections sur re 
diamètre. L'inclinaison d'une droite sur un plan, se mesure par tangle que fait 
teti» droite avec s» projection sur ce plan. etc. , elc. 

( Hele des éditeun, -) 
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PLUS GRANDE PROJECTION. 5i 

Que la somme 7nxXY-|-nXCX soit égale Ha rectangle de la droite 
n par une droite CZ dont on doit détennîner le maximum. On ob- 
tient mxXY=nxXZ; donc XY:XZ=n:m. Dans le triangle XYZ, 
le rapport des côtés XY et XZ se trouvant ainsi connu, ce triangle 
est donné d'espèce ; et , en particulier , l'angle en Z est connu , et 
la droite ZY est parallèle à une droite donnée de position. De là, la 
plus grande valetir de CL a lieu lorsque la droite ZY est tangente 
au cercle dont C est le centre et dont CY est le rayon. Dans le cas 
du OTda-ïVnam, ZX:XY=XY:CX = nï:n ; savoir, les droites XY et 
ex sont entre elles directement comme les droites m et n qui leur 
correspondent. 

Puisque XY:CX=«:n> on a CY': !"' =nïmH-/îB:î'""*.; d'oii 




XY=CYx-^==:CX=CYx--=^;CZ=CYx: 



= CYXv/mm-f-nn. 
Remarque. Ce résultat d'un procédé purement élémentaire , s'ac- 
corde avec celui du calcul dîfFérenllel. 
En eilet , soient 



> on aura / * 

mx-{-ny=.maxim. > \ ' Ax 



, d'où X'.y^m\n 



• En général , soient deux quantités variables doiit la somme des quar- 
rés est donnée. Là somme de leurs produits par des quantités don- 
nées est la plus grande , lorsque ces premières quantités sont entre 
elles comme les dernières quantités qui leur correspondent (*). 

ex Ce théorème peut encore être démontra d'une manière aues simple et assez 
élèganle en procédant comme il «uit : 

Soit proposé de détcnniner deuk inconnues jc et_^ au mojen des deux équations 

la première pourra être considérée comme appartenant Ji un cercle ayant son centre 
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Application, Soient des quantités variables en nombre quelconque 
dont la somme des quarrës est donnée : j'afHrme que ta somme de 
leurs produits par des quantités donnée» est la plus gr^i^^c > lorsque 
CCS variables sont entre elles comme les quantités données qui leur cor- 
respondent. 

En efFet, toutes les variables excepté«deux quelconques d'entre elles 
restant les mêmes , ces dernières doivent' être çnti^ elles comme le» 
quantités données qui leur correspondent. jDonc toutes les variables doi- 
vent être entre elles comme les quantités données qui leur correspon- 
dent. 



à forigine des coordonnées rectanguUiiei et >on rajon ^gal A r , landia que la seconde 
Sera celle d'une di'oite. Âins! les valeurs de :c et de ^ qui résoudront ie problème 
■eront In coordonnées des poinls d'intersection de ces deux" lignes , de tnanlèro 
que , g<5néraleinent pai'Iant , le problème aura deux solulions ; mais, comme la dis- 
lanoe du centre du cercle à la droile a pour expression 



le problème ne sera possible qn'autant que cette quanti'lë ne sera pas plus grande que r. 

5i maintenant on suppose K indéterminé et qu'on demande quelle* valeurs il faut 
donner à x et _y pour qu'il s»it le plus grand possible , comme K est proportionnel k 
K 



la ijiiejtîon reviendra à rendre cette dernière qulmlilé la plus grande possibU \ U fau- 
dra donc poser ^ 

K , 

- 7.' — =r , d'oii Ksp-V'nH^' » 

on aura donc 

in«4j)y=r^m*+n* , ou (mie4-n)')»=r" ((»•+«>) J ' 

iliminanl donc r^entre cette équation et celle du cercle, il viendra, en développant , 

transposant, réduisant et «trayant la racine quarrde, my— nx*o , ou — • = — , 

comme dans le teste. 

C TRoU des iâittttrs. ) 
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, PLUS GBANDE PROJECTION. 53 

§■ =• 

Problème. Soient des figures planes donnas de grandeur, sur des 
plans donnés de position ( non parallèles entre eux ). On demande 
le plan sur lequel on doit les projeter ortographïquement pour que 
la somme de leurs projections soit la plus grande possible. 

Comme les projections sur une même plan de deux figures planes 
de même grandeur , situées sur des plans parallèles ^ sont égales eiftre 
elles } on peut , pour plus de simplicité , rapporter les figures propo- 
sées à des plans qiû se coupent en un même point; çt en particu- 
lier on peut prendre ce point pour l'origine des coordonnées. 

Soient J", F', F" , /"f-o^ ^'"', les figures données de gran- 
deur. 

Que les équations des plans sur lesquels ces figure^ sont rapportées , 
et que nous avons supposé passer par l'origine des coordonnées, soient 

a<xis.« -|^Co5.ji H-iGM.)- aj3 , 

*CosV H-;yCos.^' -l-zCosV =o , 

/ *Co3.«" -HyCos.it" ■\-xOa.y» =0 , 



;rCos.«<"-'^+jCos.i8<''-'J+zCos.y<"-'>=o , - 
xCos.«("' -H^s-iflCJ ^iCos.j-<"> =0 . 

Que l'équation du plan sur lequel on projette des figtires , et que 
nous supposons aussi passer par l'origine , soit 

jrCos^+j'Cos, J'+zCos.^= o. 
Xas cosinus des inclinaisons de ces premiers plans sur le demîer sovnê 
respectivement 

Cos.» . CosJC-hCos.i» . Cos.Y4-Cos y . Cos.Z , 
Cos.-'.CosJC-f-Co5.i</.Cos.Y+CosV.Co5.Z , 
Cos,«//.Cos.X+Cos.^^/.Cos.Yh-Cos./'.Co8.Z , 
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Cos.-(''-"Cos.X+Cos.^t'-»Cos.Y-K:os.»(''-«Cos.Z, 
Cos.J"^ Cos.X+Cos.jst"! Cos.Y-fCos.5.f'>> Cos.Z. 

La somme des projections des figures proposées sur ce dernier plan 
sera donc • 

l FCos.-+F^Co5.-'+F^/Cos..''4- +Ft''-'>Cos.-f"-'>4-F<"JCos.-<"' } Cos.X ^ 

+ { FCos.^+F/Cos:j3'+F//Cos.^"4- +F(''-"Cos.^<"-'J+F(»>Cos.^<''> } Cos.Y , 

H- {FCos!y-f-F'Cos.s/+F''Cos.î/'+ H-F<"-'Cos.).<''"^+Ff"' Cos.yC» ) Cos.Z. 

Or, la somme" Cos. *X+Cos. *Y-l-Cos.*Z=i , esl une quantité cons- 
tante ; donc la somme des projections des figures proposées est la plus 
grande , lorsque les quantités rariables Cos.X , C05.Y , 03S.Z , sont 
entre elles rcspecrivement comme leurs coefficiens. 

Or, les cc^lficiens de Cos.X , Cos.Y » Cos.Z , sont respectivement 
les sommes des projections des figures proposées sur les trois plans 
coordonnés. Pour abréger , que ces sommes soient désignées par 
yX.Cos.* , J'.T.Cos.fi , y".F.G>s.y ; les quantités inconnues Cos.X , 
Cos.Y , C0S.Z , sont entre elles respectivement comme les quantités 
connues /F.Cos.-,/.F.Cos.i8.,y:F.Cos.y. De là on obtient 



Cos.X= 
Cos.Y= 
Cos.Z= 



V/.*t'-Cos.»+/.»F.Co».M-/-'F.Co».y * 

jy.Cot-P 

Vy>l''.t>».*-h/.'F.Co«.j94^.^t .Co».,- * 
/F.Coa.y 



~V/:»t'.Cos.»+/.'l.Co».,8-h/."l;'.Cos.y 
La plus grande somme de projections cherchée est 

Cos.X/.F.Gos.--f-Co5.Y/F.Cos.^H-Cos.Z/F.Cos.y , 

j!:'F.Cos..-f/.'F.Coa.H/-'rC<"'-y 
- ~ yjpi\Cai.mr{-J>Y.Qoi.fi-y^.^ii.Co».y ' 



=ryJ/.'¥.Co$.»+j:'l\Coi.^^>i::Co».y . 

Savoir : le -çuarré de la •plus grande somme de projections des 
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PLUS GRANDE PROJECTION. 55 

jigufes proposées est égal à la somme des tjuarrés des sommes des 
projections de ces figures sur les trois plans coordonnés, 

§.3 

Dans on tétraèdre trirectangle, le qiiarrë de l'hypothënuse ( la face 
opposée à l'angle solide droit ) est ëgal à la somme des quarrés des 
autres faces. Donc , si l'on réduit la somme des projections des ligures 
proposées sur chacun des plans coordonnés en un triangle rectangle 
ayant pour sommet l'origine des coordonnées (*), le plan de la plus 
grande projection est celui de l'hypothénuse de ce tétraèdre ; et la plus 
grande projection cherchée est cette hypothénuse elle-même (**). 

Remarque. Lorsque , dans un tétraèdre trirectangle , les trois faces 
de l'angle droit sont données de grandeur, chacune de ces faces est 
aussi donnée d'espèce. La plus grande projection cherchée , ou l'hy- 
pothénuse de ce tétraèdre est la somme des projections de ses faces 
sur cette hypothénuse ; et partant , cette plus grande projection est 
la projection des sommes des projections des figures données sur les 
trois plans coordonnés. 

(*) 11 faut, en outre, que les deux câlë)de l'angle droit de chacun de cet trian- 
gles soient respectivement ^gauz aux câl^s des deux autres qui se, trouvent situés 
sur les mâmes axes. 

(") Ce plan est très-facile & déterminer: soient, en elTet , A, B, C, les se^ 
meut qu'il détemùoe sur les axes, à partir de l'ori^ne, ton équatîpn sera 

on aura d'ailleurs 

BC=:3/"J".Cos.« , CA=a/".F.Co».i» , AB^ss/'F-Cos.}' , 

JoA 



' JJf.Coa.» ' F /.F.Cos./S ' r /F.Cps.y 

substituant ces valeurs daus l'iîquatïon du plan chercha , elle deviendra , toutes réduc- 



tions faitei 



a/J.Cos.«+//-F-Co>- iH-«/.F,Cofcy=V3P'-Co».-x/-f.Cos.*x/-F.Cos.j.. 
( Noftj du iditeurt. ) 
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S- 4. 

On peut aussi exprimer ]a plus grande projection cherchëe dans 
les Ëgures données et dans les inclinaisons de leurs plans , deux à deux. 

Qu'on développe, en effet, l'expression 

/"F.Cos.«+/*F.Cos.^+/'F.Coso'. 

Le coefficient du quarré de l'une des faces , telle que F est Cos.** 
^Cos.'^-|-Co».V=i ; partant , ce déyeloppement comprend la somme 
des quartés de toutes les figures dohnées. Le coefficient du produit de 
deux faces , telles que F et F' , est 3(Co5.«Cos*'+Cos.|9Cos.|a'-+- 
Cos.yCos.)/) , et partant le double du cosinus de l'inclinaison entre 
«lies des perpendiculaires i ces deux faces , ou le double du cosinus 
du supplément de l'inclinaison de ces deux faces. Partant , le quarré 
de la plus grande projection cberchée est l'excès de la somme des 
quarrés des figures proposées sur le double de la somme de leurs 
produits , deux à deux , par les cosinus de leurs inclinaisons ( prises 
intérieurement à la figure formée par les plans sur lesquels elles sont 
tracées). 

§.5. 

Le résultat que je viens d'obtenir présente une analogie remar- 
quable entre le sujet de ce, mémoire et les propositions les plus gé- 
nérales de la polyhédrométrie. En eilet , dans tout polyhèdre , le 
quarré de l'une des faces ost égal à l'excès de la somme des quarrés 
des autres faces sur le double de la somme de leurs produits, deux 
ïi deux- , par les cosinus de leurs inclinaisons (*). Partant , si l'on 

(*) GeUc belle proposition est développée par CakkOI , dans son ouvrage ingénieux 
inlituld : GéomètrU de position. Ttn avais envojë le développement-» l'Institut avant 
la publication de ce bel ouvrage. { Vo^ee les Mémoires présentés à l'Institut , et 
la noie de cet auteur , P. 3o6 ). Il a iU bien flatteur pour moi de me trouver 
d'accord avec ce grand géomètre , soit pour l'objet de mes recherches , soit pour 
U marefae gui m'a conduit aux lésullais obiAïus. 

( NoU àt Vauttar. } 

conçoit 
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conçoit an polybèdre dont testes les faces ( excepté une ) soient respectî- 
Tement égales et parallèles aux figures données de grandeur, la face 
restante ( si le polyhèdre est possible ) est , soït quant à la gran- 
deur f soit quant à la position , la plus grande projection des figures 
proposées. 

■ En etlet , une face quelconque d'un polyhèdre est égale à la somme 
des produits de- toutes les autres par les cosinus de leurs incli- 
naisons sur elle ; ou elle est la somme des projections sur son plan 
de toutes les faces restantes ; et la somme des projections de toutes 
'les faces, excepté l'une d'elles, sur un plan quelconque , est égale à 
la projection de la face restante sur le même plan. Or cette der- 
nière face est plus grande qu'aucune de ses projections faites sur un 
plan qui ne lui est pas parallèle ; partant la plus grande somme de 
projections de toutes les faces d'un polyhèdre , excepté une , est cette 
face restante. 

Cette proposition est évidente , lorsque les premières faces font , 
avec la face restante ( que j'appelle èase ) , des angles aigus , pris 
intérieurement au polyhèdre. liorsque quelqu'un de ces angles est 
obtus , l'expression somme se change en différence , en changeant les 
signes des cosinus qui répondent <i des angles obtus. 

Ia possibilité du polyhèdre proposé peut être éclaircie comme il 
suit. J'ai démontré ( yoye^ mes ÈUmens Sanalise géométrique , etc > 
pag. 25-28 ) la proposition suivante : D'un point pris dans l'intérieur 
d'un polyhèdre soient abaissées, sur ses faces , des perpendiculaires ; sur 
ces perpendiculaires soient prises , depuis ce point , des droites res- 
pectivement proportionnelles à ces faces , ce point est le centre des 
moyennes distances des extrémités de ces droites. 

L'application de ce théorème au sujet de ce mémoire est évidente. 
D'un point P soient abaissées, sur les plans donnés de position , des 
perpendiculaires ; sur ces perpendiculaires soient prises , depuis le 
point P , des droites respectivement proportionnelles aux figures don- 
nées de candeur ( en tournant toujours dans im même sens ), Si le 
point P se irouye être le centre des moyennes distances des extrémités 
Tom, lU 8 
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de ces droites , la somme des projections des iîgures proposées sur 
un plan quelconque est ï^éro ; et partant la position du plan estindë- 
terminée. Que le point P oe soït pas le centre des moyennes distances 
des points donnés ; soit déterminé le point P' , tel <me le point P soit 
le centre des moyennes distances des points donnés et du point P'' j 
la distance du point P au point V est proportionnelle à la plus grande 
somme de projections des Hgures proposées ; et tout plan perpendi- 
culaire à la droite PP** est l'un des plans parallèles entre eux sur 
lesquels a lieu cette plus grande projection. 

§•6. 

Ce que j'ai dit sur les projections des figures planes peut s'appliquer 
aux projections de quelques surfaces courbes» et , en particulier, il s'ap- 
plique aisément aux projections des triangles et des polygones sphériques. 

Soit un triangle spliériquc , et qu'on demande le plan sur lequel 
on doit projeter ce triangle orthographlquement pour que la projeAion 
soit la plus grande possible. 

Soit conçue la pyramide sphérique ayant pour base le triangle 
sphérique proposé, et ayant pour sommet le centre de la sphère à 
laquelle ce triangle appartient. La projection du triangle sphériqù9 
sur un plan quelconque est égale à la somme des projections des 
ifaces latérales de cette pyramide sur le même plan. Parlant, la pro- 
jection du triangle sphérique est la plus grande , lorsque la somme 
des projections des faces de la pyramide est la plus grande. Soient 
FyF' ^F" , les faces -de cette pyramide , et que leurs inclinaisons,, 
deux à deux ( prises intérieurement au solide ) soient désignées par 
ff s fJ" ' f'f ' '" p'"' grande projection du triangle sphérique est 

Vf'+F'»+J!'"— ai'i'".Cos^7"— al"'l''.C03^7— aif'.Coa^'. 

La position du plan de plus grande projection se détermine comme 
il suit. Que les faces latérales de la pyramide sphérique soient con- 
çues converties en triangles ayant le même sommet et les mêmes côtés 
adjacens , de manière que les triangles rectilïgnes égaux à ces faces 
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deviennent les faces latérales d'une pyramide triangulaire. Le plan de 
la base de cette pyramide est le plan, cherché de la plus grande pro- 
jection du triangle sphérique proposé. 

On ramène , de même , la projection d'un polygone sphériquc,à 
ia projection des faces ( planes ) d'une pyramide sphërique ; et par- 
tant, on détermine la position et la grandeur de la plus grande pro- 
jection de ce polygone. 

Remarque. Î.A projection d'un polygone sphérique est composée 
d'espaces elliptiques , appartenant à des ellipses difTérentes dont l'es- 
pèce dépend des inclinaisons des faces de la pyramide sphërique sur 
le plan de projection ; et , malgré cette complication , la grandeur de 
la plus grande projection est facilement déterminée. 

Post'Scrtpium. Se me suis eatrelenu de l'objet de ce mémoire 
avec mon ami et collègue , M. le professeur Schaub : il m'a averti 
que M. Poisson avait traité le même sujet. Eln effet , dans le N." i a 
(avril 1808) delà Correspondance sur l'école polytechnique , se XroMve 
iin mémoire de ce profond mathématicien dont une partie est relative 
à L'objet principal de celui-ci. li m'a été fort agréable de me rencontrer > 
dans le sujet d'une recherche , avec un savant aussi distingué. Ce- 
pendant , je n'ai pas cru devoir supprimer mon travail. Nous avons 
suivi t pour parvenir au même but , des marches sensiblement diffé- 
rentes. Le rapprochement que je fais , des propriétés obtenues et des 
propositions fondamentales de la potybédrométrie « me parait , en par- 
ticulier » mériter l'attention des mathématiciens. 
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6o NOTE SUR L'INSCRIPTION 



GEOMETRIE. 

T^ote sur le problème de Vinscriptton de trois cercle^ à 
un triangle , traité à la page "bh^ du. premier volume 
des Annales ; 

Par LES RÉDACTEURS DES AnNALES. 



JtluSIEURS géomètres , n'ayant pas sous la main les derniers volumes 
des. Mémoires de la société italienne , ont manifesté le désir ^e con- 
naître , par la voie des Annales , l'analise qui a conduit M. Malfatti 
\ l'ëlëgante construction à laquelle il est parvenu , pour rinscription de 
trois cercles à un triangle. Les rédacteurs, dans la vue de répondre 
à leur voeu , se sont adressés à M. Bidone qui a bien voulu leur faire 
parvenir un extrait de la solution de M. Malfatti. Malheureusement 
cette solution est peu propre à éclairer sur les moyens par lesquels 
l'auteur l'a obtenue ; elle se réduit uniquement , en effet , à former 
les^équations du problème et les valeurs des inconnues, et à prouver 
ensuite , à l'aide des relations entre les données , que les dernières sa- 
tisfont auK premières. M. Bidone termine ainsi son extrait : 

« Tel est le précis de la solution de M. Malfatti, qu'il dit avoir 
» converti en un théorème , comme on le voit par ses procédés , pour 
» la présenter sous une forme plus simple, et pour ne pas être obligé 
» d'exposer le nombre de calculs qu'il a sans doute dû faire pour 
» arriver Jt cette construction , en cherchant à résoudre directement le 
» problème. M. Malfatti n'indique nullement la trace qu'il a suîyie 
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DE TROIS CERCLES AU TRIANGLE. 6V 
» pour parvenir aux valeurs des inconnues , et l'on peut dire que son 
M mémoire est tout renfermé dans ce précis, à quelques développe- 
j» mens près ». * 

Au lieu de vérifier les valeurs des inconnttcs sur les équations de 
M.' Maîfatti , les rédacteurs des Annales préfèrent les vérifier sur les 
leurs qui sont plus simples , attendu que M. Maîfatti emploie six 
inconnues au lieu de trois, et qu'en outre, n'ayant pas représenté par 
des symboles particuliers les distances des sommets du triangle donné 
au centre du cercle qui lui est inscrit , ses formules se trouvent ainsi 
compliquées de radicaux. 

Avant de venir au but , il faut d'abord établir entre les données du 
problème des équations de relation propres à simplifier le calcuL On 
a ( tom. I." pag. 3^3 ) 

j— f/= ^ , 
en ajoutant c«s équations et réduisant, îl vient 

a-où 

C'' ou ^j_,)=^-|-2^^/-(-//« , 

ouj eo multipliant par f et mettant pour f//' ià valeur R'S/j 

en mettant pour s , dans le second membre sa valeur c-^-f il vient, 
mais on a 
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substituant donc , il viendra , en réduisant 

ajoutant à cette dernière équation , Tëquation 
<, = 2Rcd—ltd'd" , 
l'équation résultante pourra être mise sous cette forme 

fn:=<fl-W)-+K'''— rf'O' i 
en y mettant pour c sa valenr s — f , elle deviendra 

,\s'-i^B+d}-—(J'—d")-)=s',(R+J)'+,-] i 
ajoutant à cette équation , l'ëquation identic[ue 

ré]uatIoii résultante pourfa être mise sous cette fornft 

et conune > dans toutes ces formules , on peut , à volonté , permuter 
les accens > on aura 

(A) , {(s-R-d y-<,-i'—J»)-]=s(R+j -, y , 

(A') ,f {(s-R-d'Y-<i"-dn=s(R+d' -,>)', . 
(A") ,i'\is—R—d"')'—(d —d' y]=is'JH-d'i—,"f . 

Cela posé, on a v.u ( tom. i.*', pag. 344 ) qie les équations dn " 
problème sont 

(S) ,t r> +2R\/'7r"+t"r"=iRc -, 

(B') /'r"+:>R^7^+, r =Rc' , 

et U sagit de prouver qu'on y satisfait , ten posant 
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(C) 2f r =R{f—R+d—di—d'^ , 

- (C") 2>"r"=R{s—R+J"—d —d' ) (*). 

Pour cela »ient d'abord aJQUtëes, deux à deux, les équations ( C , 
C\ C" , ) il viendra, en divisant par 2 , , 

{D) f r/ ■+t"r"=IKs—R—J ) , 

(P') i"r"+' r. =R(s—R—d') , 

- (CO ' r +l'ri =:R(i—R—<i") ; 

multipliant les mêmes ëquations deux à deux, il viendra 

(E) I^ f'r' r"-R^{{s-R-d y—(d'-J''y] , 

(£') il"! r"r =R^[{s—R—J'y—{d"—d )'j , 

(E") i, i/r r' =R'[(s—R-J")'—(d —d'y} ; 

multipliant respectivement ces dernières équations par f , ^, f" ^ et 

changeant tt'l" en iïV ,_ il vient 

C^) iR-sr'r"-lei [{s—B—i y-(d' —d")'] , 

(F') '4R-sr"r =R^/ [{s—R—d'y—{d"—d y] . 

(F") 4fl"jr r' =R;"{(s—R-d'ry—(d -d'}'] . 

Par leur comparaison avec les équations ( v^ , A' f A" ) , et la di-. 
vision par s , ces équations deviennent 

( G ) 4flV r"=ie(R+d -ty , 

(G') ■ iR-r"r :=R'(R+d' -1/ y , 

(G") iR-r ri =R-(R+d''-t")' ; 

d'où , par l'extraction de la racine quarrée , on déduit celles-ci 

O "Vojti tome I.*' , pa{* 348. 
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(H) ' :iJiy/P7"=H(R+J —I ) , 

{H") s.R</T? =aifi+d"—i") , 

lesquelles ajoutées respeclivement aux équations ( 2) , i^, Z^'), don- 
nent 

l' r' +2ll\/Fpi+r"r"=I{(s—f )=llc , 
t"rii-\-2.R\/~riir -\-l r =Rls—l')=Ilc' , 
I r +iR^7~f'-^t'r' =R(s—f")=Rc" ; 
qui sont précisément les équations du problème. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Géométrie. 

I. 1. ROIS figures plaoes étant dociM^s de grandeur seulement sur trois 
plans , non parallèles deux à deux , donnés de position ; déterminer 
un quatrième plan sur lequel ces iîgures étant projetées ertliogonale- 
menf , les aires de leurs projections soient proportionnelles à des nom- 
bres donnés ? 

II. Soient divises , dans le même sens; tous les côtés d'un polygone 
P donné , de m côtés , en deux parties qui soient entre elles dans le 
rapport àe p ^ ^. Si l'on joint les points de division consécutifs par 
des droftes , ces droites formeront un nouveau polygone P' , aussi de 
m côtés. Opérant sur celui-ci comme sur le premier, on obUeUidra un 
nouveau polygone P'' duquel on pourra déduire un quatrième poly- 
gone P'" et ainsi de suite. 

Les côtés de ces polygones décroissant continuellement, si l'on pour- 
suit 1 opération À l'infini , le dernier polygone se réduira nécessairement 
3i un point. On demande de déterminer la situation de ce point relative- 
ment au polygone primitif P ? 

INTRODUCTION 



y Google 



INTRODUCTION A LA PHILOSOPHIE DES MATHEIVI. 65 

INTRODUCTION 

A la Philosophie des Mathématiques ; 

Par M, HoËNÉ DE Wrowski , ci-devant officier supérieur 
d'artillerie au service de la Russie (*). 

ANNONCE; 

Par LES RÉDACTEURS DES ApH^ALES. 



Ij'ABONDANCE des matérîatix qui nous sont parvenus pour la corn-* 
position des Annales , ne nous a pas permis jusqu'ici , et ne parait 
guère devoir nous permettre davantage , poiA* l'avenir , d'y présenter 
à nos lecteurs , ainsi que nous nous l'étions promis , l'analise des ou- 
Trages nouveaux relatifs aux sciences exactes ; mais , loin que nous 
ciroyons devoir nous justifier de cette sorte d'omission , nous pensons , au 
contraire, que le motif qui la nécessite ne peut qye la faire tourner à l'a* 
vanlage du recueil. En effet « outre que plusieurs écrits périodiques sup- 
pléent , à cet égard , & ce qui manque à celui-ci , des analises d'ouvrages 
nouveaux > quelque soïn qu'on y mette d'ailleurs , n'ont au fond qu'un 
intérêt éphémère , et demeurent à peu près sans objet , dès qu'une fois 
ces ouvrages sont répandus y ou lorsque , frappés par l'opinion , ils sont 
tombés dans l'oubli ; k quoi l'on peut ajouter que , le plus souvent , la 
réputation acquise des auteurs fixe , à l'avance , d'une manière à peu près 
certaine , le degré de confiance et d'estime que doivent mériter leurs pro- 

(") Volume in-4.* <le près ie 3oo pages; A Parit, chez Courder, libraire pour 
le« mathématiques , quai des AugusUns , n.' Sy. 

Tom* n. 4 
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diictlons. En xomposant , au contraire , notre recueil de nt^moîr«« 
inédits, sur les diverses branches des malbëmatiques , nous en formons 
un corps d'ouvrage d'un intérêt durable^ et ^uî pourra être utilement 
consulté dans tous les temps. 

Il est ntianmoins certains écrits qui semblent réclamer de nous une 
exception : ce sont ceux qui , par la nouveauté des vues qu'ils pré- 
tentent, tendent à produire quelque révolution dans les sciences exactes ; 
et telle est, en particulier, \' Introduction à la philosophie des mathé~ 
matiques , par Rf. DE \Vronskï : aussi , avant même que l'ouvrage eût 
paru, avions-nous déjà coiiçu le dessein d'en présenter l'analise dans ce 
recueil ; mais un coup d'ceil jeté rapidement sur cette production vrai- 
ment originale , tout en nous montrant l'utilité , nous pourrions pres- 
que dire l'indispensable nécessité du travail que nous avions projeté , 
nous a presque oté le courage de rentreprcndre. 

Nous ne sommes point , en ciîet , initiés dans la doctrine du Trans- 
cendenlalisme ; nous en ignorons jusqu'aux premiers élémcns, et la lan- 
gue même quil lui a plu de se créer nous est tout à fait étrangère. Cepen- 
dant, une connaissance parfaite de cette nouvelle scolasttque , semble 
être une condition presque indispensable pour bien saisir les idées de 
M. de Wronski, On peut en juger par le début de son livre qui , bien 
qu'il n'en soit pas l'endroit le moins intelligible , paraîtra sans doute 
aussi obscur à la plupart de nos lecteurs, qu'il nous l'a paru à nous- 
mêmes î le voici : 

« Le monde physique présente, dans la causalité non intelligente» 
» dans la nature , deux objets distincts : l'un, qui est \a forme , la ma- 
, » nière d'Stre ; l'antre qui est le contenu , l'essence même de l'action 
» physique. 

» La déduction de cette dualité de la nature , appartient \ la phî- 
w losophle : nous nous contenterons ici d'en indiquer l'origine transcendant 
» taie. — Elle consiste dans la dualité des lois de notre savoir , et nom- 
» mément dans la diversité qui se trouve entre les lois transcendantales 
» de la sensibilité ( de la réceptivité de notre savoir ) , et les lois trans- 
t> cendantales de l'entendement ( de la spontanéité ou de l'activité de 
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» notre savoir). C'est, en effet, <lans ]a diversité gui résulte de l'ap- 
• piication de ces lois aux phénomènes donnés à posteriori , que con~ 
» siste la dualité de l'aspeof sou» lequel se présente la nature ; dua- 
» lité que Doua rangeons , conduits de nouveau par des lois trans- 
it ceodantales, sous les conceptions déforme et de contenu du monde 
» physique ». 

Ce n'est certainement pas dans ce style que Leihniiz et Euler ont 
traité des sujets de philosophie; mais, si le style de M. de Wronski 
est obscur , son livre n'est pas cependant du nombre de ceux qu'il 
soit permis de négliger. On ne saurait , en effet , contester à l'Auteur 
d'être très-versé dans toutes les branches des sciences .exactes ; de con- 
naître parfaitement tout ce qu'on en a écrit ; et d'avoir lui-même , sur 
la philosophie de ces sciences , des vues non moins profondes et non 
moins générales qu'elles sont nouvelles. *- 

Nous ferons donc tous nos efforts pour tenter dé traduire en français^ 
pour notre usage, I'InTRODUCTION A LA PHILOSOPHIE DES MATHÉMA- 
TIQUES , et nous destinerons ensuite plusieurs articles des Annales 'à 
en faire connattre la substance ; si toutefois , dans la tâéhe pénible que 
nous allons entreprendre , nous obtenons quelques succès. ' 

Cet ouvrage n'étant pas , au surplus ^ le seul que M. de Wronski 
se propose de publier , nous croyons convenable de placer ici quelque^ 
réflexions que , pour l'intérêt même de sa gloire , nous désirons vi- 
vement que l'auteur veuille bien, prendre en considération. 

M. de Wronski , dans l'une des notes de son livre , observe que 
l'application que Condillac et lÀmmer ont voulu faire aux science» 
mathématiques , l'un , du système de sensualisme de Locke , et l'autre , 
du système d'intellectualisme de Leibnitz , a été d'une nullité absolue 
pour le progrès de ces sciences , et cette remarque nous parait d'une 
exactitude parfaite ; mais nous pensons qu'elle doit être indistincte- 
ment étendue i tous les systèmes philosophiques qu'il a plu ou qu'il 
pourra plaire encore à l'esprit humain d'imaginer. Nos opinions spécula- 
tives , en effet , n'ont guère plus d'influence sur notre entendement que sur 
notre volonté , sur notre savoir que sur notre conduite j et , quoi qu'en 
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veuille prétendre la modestie de M. de Wronski\ s'il a fait des Aè-- 
couvertes dans les sciences, exactes , s'il en a reculé les limites , c'est 
^ son génie et à son rare savoir qu'il en est redevable , bien plus 
qu'aux dogmes métaphysiques qu'il a adoptés. 

Nous osons dire plus encore , et nous pensons que , sî M. de Wronshi 
eût uniquement dirigé l'activité de son esprit vers ces mêmes sciences ^ 
que s'il fût né et qu'il eût vécu jusqu'ici en France , il serait déjà , 
très-problablement , en possession d'une réputation qu'il travaille seu- 
lement à acquérir ; nous pensons qu'alors , donnant â ses idées un plus 
libre essor, il ne lui serait pas échappé quelques erreurs évidentes, 
quelques divisions et distinctions également forcées et inutiles , que 
sa raison désavoue peut-être à son insçu , et qui ne se sont glissées dans 
son livre que sous l'influence despotique des principes de la scolastique 
du Nord: nous pensons qu'alors entîn son ouvrage, à la fois plus clair et 
plus concis , n'eût pas été déparé par un néologisme fatigant et par 
une métaphysique ardue qui , nous le répétons , ne saurait aucunement 
contribuer à l'avancement des sciences positives. 

Sans donc prétendre que M. de Wronski doive abandonner des 
systèmes philosophiques auxquels il parait sincèrement et fortement 
attaché , nous pensons que , pour son intérêt et celui du public, il ferait 
bien de rendre à l'avenir moins dëpendans de ces mêmes systèmes les -ou- 
vrages qu^l se propose de nous donner encore. S'il veut , en eAet , que ces 
ouvrages soient lus et appréciés pat notre nation : et 11 le veut sans doute , 
puisque c'est au milieu de nous qu'il les publie ; il faut qu'il ap- 
prenne d'abord à bien nous connaître ; il faut qu'il sache bien que 
. nous n'estimons vrai que ce qut peut être clairement cxpriraé en lan- 
gue vulgaire ; que nous n'aimons pas d'acheter l'instruction par trop de 
de peine; que nous voulons que les idées même les plus abstraites soient 
revêtues de formes agréables ; qu'enKn , nous sommes une natioii un peu 
légère chez laquelle le livre le plus profondément pensé ne se sauve pas 
du discrédit, s'il exige, pour être compris, une contention d'esprit 
dont notre caractère et nos habitudes nous rendent également incapables. 
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' ■M»——.» .11 ■ I > I I ■ 

ANALISE. 

Forrfiuîe -nouvelle pour calculer les logarithmes ; 

Far M. Dubourguet, professeur de mathématiques spéciales 
au lycée impérial. 



On sait qu'en réprimant par 1 la caractéristique des logarithmes 
naturels, 00 a gënéralement 

... (A> 

Cette s^rie, qui ne peut converger lorsque ;s>2 , i cependant élé 
mise par Lagrange sous une forme très-convergente , en substituant à x 
la quanlitë ^x; ce qui a donné ^ ce grand géomètre l'ëquatîoa 



,^-J C-il^— ) <.€'-'■>' )_ w"-)' I 



(B) 



dont le iecond.membre converge' rapidement lorsqu'on prend n asses 

grand pour que (/'x n'excède l'unité que d'une très-petite fraction ; mais. 
la longueur du calcul qu'exige l'extraction de la racine a àt.x, lors 
même qu'on prend n égale \ une< puissance exacte de 2 , afin de n'a- 
voir que des extractions de racines quarrées à effectuer , a fait rejeter 
cette formule , lorsqu'on a voulu calculer des tables de logarithmes. 
Si l'on substitue successivement i-f-y et i— ^ à la place de x dan» 
Téquation (A) , qu'ensuite on retranche la seconde équation trouvés 
Tom. IL 10 
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de- la première; en posant ^— =;r, d'où y=— — , on Qb^eodra U 

fonnule dtijà connue 

qui est convergente et assez simple. 

Voilà les seules formules de ce genre , du moins à ma connaissance y 
qui ont été trouvées jusqu'à présent. Alais mes recherches sur cet objet 
m'ont conduit à la formule suivante 

qui est beaucoup plus convergente que la formule (C), et qui se dé- 
montre comme je vais l'expliquer (*). 

On sait qu'en prenant l'intégrale de la formule dz^i-h-z') de ma- 
nière que cette intégrale s'év&nouisse lorsque x^o , on a complète- 
ment 

/d:2/7+^=^{z/Ml?-t-l(^+V'H^)i , 



Si , dans les fomuiles (C) , (D) , on fait x^ — , elles deviendront 

fomiule* qui convergeront rapidement , si i'on prend ponr ( et u deux nombres trtf 
grands et trit-peu diSérens , et qui seront aosceptîUes de toutes les applications 
qui ont été détaillées dans ce recueil ( tom. I , pag. 7g et suivantes ). Maïs , ce 
qui rend sur-tout précieux le concours de ces deux formulca , c'est que , la première 
étant toujours fautive par défaut et la seconde par excès , leur emploi sîmullsné peut 
teol faire connaître la limite de l'erreur que peut donner l'usage de l'une ou de l'autre* 
( N«tt ât» éditeurs. ) 
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â'o& Ton tire 

Mais , en se serrant de la mëthode d'intffgration pat approximation 
que j'ai donnée au chapitre IV de la première section de mon calcul 
intégral (art. sS? et 258 ) (*) , et que je crois nouvelle , on a 

en prenant, comme prëcëdemment, l'intégrale de manière qu'elle s'é- 
Tanouisse lorsque z=o. 

SukUtuant cette «leur de/dz/Tî^dan» l'équation (E) , on a 

Vh^(' I 3.5(1+,.) ' 5.7(i+..).+-jW 
Soit fait ^/7=z+^/TfI- , d'où 2=f=; 

V'+«' a»l»4-0 * i+,.= (^i+7^ ! 

substituant ces valeurs dan» l'équalioo (G), en olservant que V^= 
-^, el mulupliant toute l'équation par 2 , on obtiendra la formul. 
(D) quil s'agissait de démontrer. 

Si, après avoir divisé les deux membres de l'équation (D) par t!^, 

«B y suppose ï=q, elle deviendra en transposant 
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•~r3"'"3;5"'"57"*'7^"'"9iI7"'''" ' 
résultat assez remarquable (*). 



GEOMETRIE. 

Détermination du centre des moyennes distances dun 
triangle sphérique. 

Par M. Lhuilier , professeur de mathématiques à l'acadi^mie 
impériale de Genève. 



Xje rentre' des iroyentiiis distances d'un triangle recliligne est le 
point de section des droites menées de chacun de ses sommets aux 
milieux des côtés opposés , ou ce centre est sur chacune des parallèles 
aux côtés du triangle dont les distances à ces côtés sont moitié de 
leurs distances aux sommets des angles opposés. 

Cette propriété du centre d^ moyennes distances d'un triangle 
rectillgne découle de cette autre propriété du même triangle : la droite 
menée de l'un des sommets d'un triangle rectiligne au milieu du 



('} On s'aMure à priori de l'ocactitude de ce rëaultst, an remarquant que la 
omme gênera 
la Umite est ; 



iomme centrale des terme» de la «îrie dont il s'asit est — r- ou doat 



< IVote des iditeurt, } 
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cât^ opposé coupe en deux parties égales chacune des droites paral- 
lèles à ce côté tenninëes aux côtiis adjacens II ce sommet. 

Cette dernière proposition n'a pas sa correspondante dans les trian-* 
gles sphériques. Aussi la détermination du centre des moyennes dis- 
tances d'un triangle sphërique n'est-elle pas susceptible du même 
degrti de simplicité que la recherche analogue relative au triangle 
rectiligne. J'ai fait des efforts inutiles pour la ramener aux simples 
ëlémens. Parmi les divers procèdes qu'on peut suivre pour parvenir 
à cette détermination , le suivant m'a paru le moins complique ; et , 
en particulier , il me parait plus simple que celui qui serait fondé 
sur la doctrine générale des coordonnées. 



Jgmmg. Soit — ='■■ ' , . „ une équation différentielle pro- 
ie a-+iSin.X-i-cCot.X " * 

posée. Dans la double supposition que z et a; doivent devenir nuls 
en même temps, et que a*>^*-+-c* , on a 



«jTang. ; 



Cette intégrale se vérifie facilement par la différentiation ; mais , 
comme le moyen- de l'obtenir ne se trouve indiqué dans aucun des 
ouvrages qui sont à ma disposition ,et en particulier dans celui d'£uler, 
je crois devoir indiquer ici la route par laquelle j'y suis parvenu , 
et considérer , en même temps , les différens cas qu'elle peut présenter. 

Soit donc 



dx a+bSiiux-\<CoaM * 

soit fait Sin.^=—; — , d'oiiCo8*r=-7— , et partant y=Tane. 7 JV 

De a 



d/ (»+e)+a*H-C«- 
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Première supposition, &oAc~a,Qn aura 

^ 2 1 a3 I I 

d'où^=C+iLog.|^+Tans.; i| . 

Si , en paniculîer , on suppose que i et jr doivent «tre nul» en même 
temps , on aura 

H^8-|'+^Tang.;»:|. 
Seconde supposition. Soit c>a, on aura 
- = ' I 



B ' c+a a* 



(■^-rO' 



■ j 4 j. 









d'où on conclura 



'=<=+^=|i-6{^i^^+r]-W[>E^-^]| 
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= C+ — ^ T ^. V'--°H^S-fr-»)T..g. f X 

Si l'on Teot , en particulier , que z et x soient zéro en même temi» , 
la constante C devra être nulle. 

Troisième supposition. Soit enfin e<,a , on aura 

U ^ 



1 ■r+r* 












i V.._j^."^V""=3=^-''! 



-V5 



^1^ 



Va* — 6' — c* 



ffoi on conclura 
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76 CENTRE DES MOYENNES DISTANCES 
- =C+;^==-A.|Tan,=H^^| 

5I , en particulier , oq veut que z ei x soient zéro en même temps , 
on aura 

'=vriî^- |^-[T-8.=^:i^=^]-Arc[T,„g.=;^^]| 



§.3. 

Soit une partie de la surface sphérique termina par deux arcs ^gaux 
de grands cercles et par l'arc de petit cercle qui , joignant leurs ex- 
trémités y a pour pôle leur point de seclipn. On demande le moment 
de cette surface relativement au plan tangent mené à la sphère par 
le point de concours des deux arcs égaux ? 

Soit BAB^ ( fïg. I ) une partie de la surface sphérïque terminée 
par deux arcs de grands cercles AB , AB^ , égaux entre eux , et par 
l'arc de petit cercle BB' joignant leurs extrémités , et ayant le point 
A pour pôle. On demande le moment de cette surface relatlrement 
au plan tangent mené par A. 

Soit mené le rayon- AC. Que les arcs AB , AB^ soient divisés en 
un m£me nombre de parties égales, et soient menés les arcs de pe- 
tits cercle? qui joignent les points correspondans , et qui ont pour 
pôle le point A. Que les arcs Mm y Mm' , soient deux de ces par- 
ties correspondantes. Sur le rayon CA soient abaissées les perpen- 
diculaires MP , mp. ■ Que les arcs AB , AB' rencontrent , en X , X' , 
le grand carcle dont A est le pôle. Qu'enfin le rayon de la sphère 
soit désigné par r ; et soit ■■ la circonférence du cercle dont le diar- 
mètre est l'unité , on aura 

Hémls. : XAX'sa^ : XX' , 



DJg_rtized by 
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XAX' : Mmm.'TVP= r iVp ; 
donc Hémis. : Mnï»i'M'=2wr' : P/).XX'. 

Mais Hëinîs. = 2wr* ; 

donc Mm/n'M'=P;'XX' 

La limite du momcnt'de l'espace MmmlVl' , relativement au plan 
langent en A est P/».XX^.AP , et partant, le moment de l'espace MASI' 
esti AP*JCX'= '- XX'.4^'Sin.*i AM=2r>.XX'.Sin.t '- AM. 

Or , l'espace MAM' a pour expression XX'.AP = ar.XX'-Sin.' ; AM ; 
donc la distance du centre des moy^ennes distances de l'espace MAM^ 
au plan langent en A , est 7 AP^rSin.* 7 ÂM. 

Remarque. 11 est facile de ramener aux simples 4Umens cette pro- 
position particulière. 

s- 4. 

Soit un triangle sphJrique dont un des cât^ est constant , et dont 
nn des angles , ayant pour sommet une des extrémités de ce côté, est 
aussi constant. On demande le moment de ce triangle relativement au 
plan tangent à ia sphère mené par l'autre extrémité de ce côté. 

Soit ABB^ ( fîg. 2 ) un triangle sphérique dont le côté AB est cons- 
«tant, ainsi que l'angle B. On demande le -moment de ce triangle re- 
lativement au plan tangent à la sphère mené par l'extrémité A de 
ce côté ? 

Soit décomposé le triangle proposé en espaces sphérîques MAM^ ayant 
en A leur sommet commun. Que les arcs AM, AM' rencontrent, en 
X , X' , le grand cercle dont A est le pôle. Soit aussi M/n' un arc 
de petit cercle dont A est le pôle , et terminé en m' à l'arc AM'. 

Le moment de l'espace MA/n'' ou MAM', relativement au plan pro- 
posé, est ( §. 3. ) 3r^XX'.Sin.*rAM=2r».Sin.*iAM. gr;^ = 
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. c- i.AHï MM'-Sî".M ^ .. ^,.„ Sin.AM.S;ii.M ,,^,, 

SlilAM Sm.'AM 

.,- Sin.B.Sin.AB ,„, 
2r' . Sln.* j AM . ■ ,. .„ . MM' 

Siii.=Am 
= fr'.MM'.Sln.B.Sin.AB.Tang.'^AM 



i-(-Cos.AM 
=7 r'.MM'.Sm.B.Siii.AB [ 



1+Cos.AM 
■».Sin.B.Sin.AB,MM' 



— 7r'.MM'Sin.B.Sin.AB j 



i+Sin.AB.SiiuBM.Coa.B+Co».AB.Co».BM 

en observant donc que 

, — Sln,' AS . Cos."B — Cos.* AB = Sin.*AB . Sin.'B , 

on trouvera pour le moment du triangle ABM ( §• 2. ) 

1 . ( ™, Sin.AB,Sin.B.Tanr.iBM ) , ^. „ ^. , „ 

'^'■'^"=P'"6-" .+Co..AB+Co..B.Sin.AB.T.„6.;BM i-^'-«-°'°-S'°-A°-BM- 

Le moment du triangle ABB'', relativement au même plan, sera donc 
f Sin.AB.Sin.B.Tanj-. 1 BB' > 

§.5. 

Comme on a Sm.B.Sin.AB^Sin.B'.Sin.A'^', tout est symétrique, 
dans celte expression par rapport aux angles B, B^, et aux côtés op- 
posés AB', AB, excepté le dénominateur; mais nous allons faire voir 
que ce dénominateur peut aussi £tre rendu symétrique , ainsi que cela 
doit fitre. 

C«s,AB'— Co». AB.Cos.BB' 



■ Eneffet,Cos.B = 
donc Cos.B.Sin.AB 



Sin.AB.Sin^B' 
Cos.AB'— Cos.AB.Coa.BB'_CoB.AB'— Cos.AB.Cos.BB' 
" Sin.BB' ~ aSin. ^BB'Xoj. J OB' ' 
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DU TRIANGLE SPHERIQUE. 

Cos.AB'— Cos.AB.Co3.BB' 



donc aussi, Cos.aSui.ARTang.fBB/; 
ou Cos£.Sin.AB.Taog.:BB/; 



aCos-'J^BIV 
C0S.AB'— Cos.AB.Cos.BB' 



j+Cos-BB' 
donc enfin 

S. 6. 

Le moment du triangle sphérîque ABB^ , exprime d'une manière 
symétrique dans les côtes ÂB , AB^, et rapporté au plan tangent euA, 
est donc 



Que le produit continuel des sinus de la demi-somme des trois côtés 
du triangle sphérique et des sinus des excès de cette demi-somme 
sur chacun d'eux, soit désigné par P; on auraSin.B.Sin.AB.Sin.BB'':= 
3\/P} que de plus l'arc BB' soit exprimé dans le rayon pris pour 
unité; ]e moment du triangle BAB'» relativement au plan tangent 
en A, sera 

2r'. Arc { Tang.= ,^,j,^^.^,„e\ -rW'ê- ^ • 

- Soit r*S la surface du triangle sphérique, rapportée à l'octant pris ' 
pour unité de surface; et partant, soit 5=B-|-B'+A — 2 droits; on 
aura 

Tang.i5= dï 

° i-|-Co9,AB-f-Co»,AB'+Co8.Bb' 

l Voyes la Géométrie de Legendbe. ) 

Donc le moment du triangle , relativement au plan tangent en A , sera 
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,,..;S_,VP.-a- . 



§•7- 

Puisque r'S est la surface du tnangle BÀB^, la distance au plan 
tangent eu À du centre des moyennes distances de ce triangle > est 

_ ^ BB' 

S 'Sin.BB'' 

La distance de ce centre au plan mené par le centre de la sphère 
perpendiculairement au rayon CA f est donc 

S * Sin.BB' ' 

ce qui donne la proposition suivante : 

THÉORÈME. Du centre des moyennes distances d'un triangle sphè- 
riqae soient abaissées des perpendiculaires sur les rayons menés à ses 
sommets. Les segmens de ces rayons retranchés depuis le centre de la 
sphère , sont entre eux comme les exposans des rapports que les arcs 
opposés à ces rayons ont à leurs sinus ; et le coefficient constant de 

l'exposant de ce rapport est r.^L_. 

Remarque. On a v/P = 2Sin.^S.Cos.f AB.Cos.fAB'.Cos.jBB'; donc 
ce coefficient constant est aussi 

T-.^^.Cos.^AB.Cos.iAB'.Cos.iBB'. 

§.8. 

Soit Z le centre des moyennes distances du triangle sphërique BAB' 
( fig. 3 ) » et soient 21a , Z3 , 2Jf' , les perpendiculaires abaissées du 
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poÎDt Z sur les rayons CA , CB , CB^; les droites Ci, C^, Cb, sont 
entre elles respectivement comme les cosinus des angles que ^it la 
droite CZ avec les rayons CA , CB , CB^ ; et la droite CZ est le dia- 
mètre d'une spbère qui passe par tes points C , a , è , b' ; ou qui 
est circonscrite au tétraèdre dont les sommets sont C, a^ bf b'. 

Or , le quarrë du diamètre de la sphère circonscrite à iin tétraèdre 
est exprimé , comme il suit , d'une manière symétrique , dans les élë- 
mens d'un de ses angles solides. 

Soit prise la somme des trois produits des quarrés de chacune des 
arâtes de cet angle solide par le quarré du sinus de la face opposée. 
Soit prise la double somme des trois produits continuels des arêtes 
deux à deux par les ûnus des deux faces non comprises entre ces 
arêtes et par le cosinus de l'inclinaison de ces deux faces. 
De la première somme soit retranchée la seconde. 
Que Texcès soit dîyisé par le quadruple du produit continuel des 
sinus de la demi-somme des trois faces et des excès de cette demi- 
somme sur chacune d'elles. 

Le quotient qu'on obtient est le quarré du diamètre de 1^ sphère- 

cherchée. , . ; 

Partant on a y dans le cas présent , , - 

/ Ctf'.Sin.BB'— sC^.C^.Sin.AB.Sîn.AB'.Cps.A ] 

CZ'=^ -Ki'.Sin.AB'— 2Gr.C^.Sin.AB.Sin.BB/.Cos.B 

( -j-C^/'.Sin.AB—aCfl.Ci.Sin.AB'.Sin.BB'.Cos.B' ) 

AB" — a.AB'.BB'.Cos.B' 1 

f -t-AB/'— a.AB.BB'.Cos.B 

-l-BB/'— a.ABjVB'.CosA \ 

Savoir : Le quarrè de la distance du centre des moyennes distances 

d'un triangle sphérique au centre de la sphère à laquelle il appar~ 

tient, est au quarré du rayon de cette sphère, comme l'excès de 

la somme des quarrés des côtés de ce triangle sur le double de la 

somme de leurs produits ^deux à deux ^ par les cosinus de leurs inr-, 

clinaisons , est au quarré du double de la surface du triangle. 
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Pour abréger , soit le troisième terme de cette proportion désigna 
par Q* , on aura CZ=-- ■ Q ; d'oii on conclura 



sQ 



BB' 

Sin.BB' ' 




On aura donc 



Cos.ZCB'=^^ . . 

aQ SiiuAB 

Partant , la position du centre des moyennes distances d'un triangle 
sphérique proposé est entièrement déterminée y soit par la position du 
lïyon-sur lequel ce centre se trouTe, ou par les inclinaisons de ce rayon 
aux rayons menés aux trois sommets , soit par la dislance de ce centrs 
au centre de la sphère & laquelle ce triangle appartient. 

£!iftmp!e. Que le triangle proposé soit un octant > on aura 
CZ*=ir» i CA=CB=CB'=ir 

Appiicatîon. La distance au sommet du centre des moyennes disl 

Q. 
s 



tances^d'une pyramide dont la base est un triangle sphérique y est ; r.—' 

Que le trlangle-scnt an octant, cette distance sera>JLr=^r \ peu 
près. 

■ §■ 9- 

Au lieu d'exprimer , comme je l'ai fait dans le § précédent , le 
nyon de la sphère circonscrite au , tétraèdre dans les neuf élémenj 
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de l'un cle ses angles solides, savoir : dans les trois arêtes de cet 
angle solide » dans les angles que font ces arêtes deux à deux , 
enfin dans les angles que forment deux k deux les faces qui les 
contiennent ; il est aisé d'exprimer ce rayon dans six seulement de 
ces élëmens , en substituant aux inclinaisons des faces les angles de 
ces faces et réciproquement. 

Mais , de même que le rayon du cercle circonscrit à un triangle 
peut être exprimé dans deux seulement des élémens de ce triangle :. 
savoir, dans un de ses côtés et dans l'angle qui lui est opposé; on 
peat aussi exprimer le rayon de la sphère circonscrite à un tétraèdre 
dans quatre seulement des élémens de ce tétraèdre : savoir , dans une 
de ses arêtes , dans l'inclinaison des deux faces dont celt* arête est 
la commune section et dans ' les angles opposés à cette arête danf 
les plans de ces faces. 

En effet , soient A , A^ ( iîg. 4 ) les extrémités de l'une des arêtes 
d'an tétraèdre ; soient £ , B^ , les sommets apposés i cette arête , 
dans les plans dés faces ABA, AB^A'^; que les angles B, B'', soient 
donnés ; et que l'Inclinaison BAA/W de ces deux faces soit aussi 
donnée. Je dis que le rayon de la sphère cîrconscrlte au tétraèdre est 
déterminé par ces quatre élémens du tétraèdre. 

Soient C » C les centres respectifs des cercles circonscrits aux 
faces ABA'' , AB^A^ ; l'arête AA^ ainsi que les angles B , B' > étant 
donnés , les points C , O seront donnés sur les plans de ces faces. 
, De ces points C, C, soient abaissées sur l'arête AA^ des perpendiculaires ; 
elles rencontreront cette arête au même point D qui en est le milieu , et 
l'angle CDCsera l'inclinaison connue des deux faces ABA', AB'A^ 

Des points C » CX> soient élevées aux plans des faces ABA'', AB''A' , 
des perpendiculaires qui se coupent en Z , le point Z sera le centre 
de la sphère circonscrite au tétraèdre proposé. 

Or, dans le quadrilatère CDC/Z dont les angles sont donnés, et 
dont les côtés CD , OD , sont aussi donnés , la diagonale DZ est dé- 
terminée , et partant, le quarrë de AZ qui est égal k la somme des 
quarrés de DZ et de AD , est aussi déterminé. 
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Ca/cal. CD = AD.Cot.B , CD=AD.Cot.iy , 



CC''==CDH-C1>'— 2CD'C'D.Co».D==AD'JCoi.«— aCot.B.Coi^.CwD+Cot.'B' 

donc 

■r.™ . w^ Cot."B— 2Cot.B.Cot.B'.Co».D+Coi.»B' 

DZ'=AD'. ' — ^ ; 

5in.»D 

donc aussi 

AZ-=AD-+DZ.=iAA'-i .+ Co.--b-,c<,..b.g„.b:.c.d+Co...b. j 

• f Sin.'D J 

De \h on peut exprimer le rayon (te la sphère circonscrite à an 
tétraèdre dans les élémens de l'un de ses angles solides tels que A , 
en substituant à Cot.B et Cot.B/ les valeurs suivantes. 

„ „ AB'-AA'.Co».B'AA' 

Cût.B'=— --—-:— — . 



-TRIGONOMETRIE. 

Démonstrations de quelques formules de trigonoméirie 
sphérique ; 

Paf M. Servois , professeur de mathématiques aux écoles 
d'artillerie de Lafëre. 



V^N trouve , dans les oeuvres de Goudin ( Paris i8o3 )»un mëmoîre 
qui a pour tître : Usages de tellipse dans la trigonométrie sphirique , 
et où l'auteur , entre autres applications , s'occupe de la résolution de 
l'équation 

Cos. 
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Co8.H-^SÎD.«=B (i) 

dans laquelle m est l'inconnue , tt A > B , àss quantité données dont 
la dernière n'excède pas l'unité. 

On peut parvenir fort simplement au but sans recourir aux pro-f 
priëtés de l'ellipse dont l'emploi , en cette rencontre « semble tout & 
fait hors de propos. 

Soient posés , ea eiFet , 

B=Cos.fi , (aj 

^=Sin.|i.Cot^ (3) 

l'équatloD (i) deviendra 

G)s.a+Sin.«.^.ja.Cot.}'<»Cos.;i=o , 
d'où on tire en doublant, 

- aCo».»— 2Co«.j! sCof-y 

Ou encore < 

(i+Coa.«Xi — Coa-fl — (ï— Coi.«)(ï+Co».W_(i— Cos.)-)— (i+Cm.>) 
S!n.«Sin.j3 SÎDiy 

i^quation qui peut être mise sous celte forme 

sCos.» i «.aSin.) J ^— aSin.* \ «.aCos.» \ fi aSin.'f}*— aCos.if y 
ASiD,;aCo*.7«ta&i.;^Cos.T;9 aSîR.f yCos.; y ' 

OU en simplîBantj 

C;ot.f«.Tang.{/3 — Tang.i«.Cot.f^=Tang.f> — Cot.îy ; 
équation qui peut être écrite ainsi 

(Cot.^— Cot.i^.Tang.;vXTaDg.i^Tang.f-.Cot.;r) = o ; 

égalant succes^irement cbaque facteur à zéro , on obtiendra 

Tang.^*=: Tang>Cot. h' » (4) 

Tang.>=— TaDg.i^.Tang.ir . (5) 

Tûm. JJ, 12 
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Ainsi, en supposant B<.i , et c'est le cai des applications trigo- 
nomëtriqucs , on obtiendra l'angle auxiliaire fi par t'èquation (2) ; l'é- 
quation (3) donnera ensuite l'angle auxiliaire y, et on obtiendra enBn 
les deux valeurs de > par les formules (4) , (5) î ce qui est exaetc- 
mcnt conforme aux résultats obtenus par Coudin, 

II. 

M. GAUSS'a donné, sans démonstration (*) , les formules trîgono- 
métriques que voici : a ^h , c t étant les trois côtés d'un triangle sphé- 
rique, et ^, £, f , les angles respectivement opposés, on a 



I. 

II. 
111. 



Sinfta— i)_Sin.JM— B) 
Sin-YC Coï-jC 

Sin.l(fl+a) _ Cos.iç.^— B) 
Sin.ic ~ Sin.JC ' 

Co«. JCo— *) _ Sm.i(>4+B) 
Coi.fe ~ CosiC ' 



Coa.ic 6in.fC ' ' ■' 

II m'a paru que ces formules pouvaient être assez facilement démontréci 
comme il suit. 

Les équations fondamentales de la trigonomëtrie sphërique sont_j, 
comme l'on sait , 

Sn^Sn^C<M.^=Cos.() — OmAOux , Sir.SSin.CCoi.a^Coh^4>Cos.BCos,C , 

Sn^Sn.H:o».B=Co8.6— Coi.«Co»^ , Sm-<Sîn.CCos.i=OM.B4-Co».^Co8.C , 

fiiiuoSin.6Cos.C=:Co».c— Cos.oCo».J ; Sin.^Sin.BCo».c=Goa.C+C<».^CM.B . 



(*) Voyes Thioria motus corporum caUHïum ; Haiaboarg , 1809, page 5i. 
(**) Ces formules ont auui élé données par M. Delambre , dans U Connahsaiu* 
its tempt pour 1809 , page 445. 

C ^oltt Jet éJittwi. ) 
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Eliminant * dans les ë<]uattons des deux premières lignes , Cos.<; et 
Cos.^* , au moyen de celles de la dernière , en se rappelant que 
1 — Cosxr^^Sîn.j:'*, et supprimant ensuite le facteur commun à tous 
les termes des équations résultantes, U viendra 

&'n^C(u3=i5iiwiCos,3 — G}«.aSIn iCos.C , Sin.CCosi— Sin,^Cos£+Co<^Si(uBCoa^; 

en ajoutant et retranchant successivement les équations de chaque co- 
lonoe , les résultats qui en proviendront j pourront être écrits ainsi 

Sin.ctCos.B+Cos^)=(l— Cos.C)Kn.Co+J) , Sin.C(Cosi4.Coi.«)=Ci-K:os^)Sin.(.^B) , 
Sn-ccCoa-B— C(M^=<i+Coa.C)Sin.Ca— J) , Sin.CCCos^— Com)=(i— Co«rf)Sm.(-<— fl); 
en observant que 

Sin.x^uSn.jJcCos.y» ^ 
ces équations deviendront 

2Sinrf7. Cos.^A-^B)Cos,]{A—B) =:4Sin.'iC.Sin.i( a+5 )Co5.f ( a+6 ) , 
aSin^. Sin.f(^+B)Sin.f(^— 5)=4Cos.*7C.Sin,i( a—i)Cos.^(a—i ), 
2Sin.^.Co5.K«H-^)Cos.K a—i)~4Co5.*lc. Sm.^J+B)Cos.{{J+B), 
:iSin.C.S\n.{{a+h)S\n.{{a—b)=4(MS.'{£.Sm.^Ç4~£)Coa.{(A—S)i 
divisant successivement les deux premières par chacune des deux 
dernières , il viendra 

Sîn.c _ ( Sn. f C.Coa. ?{"+*) )' Sin. f ( a-+i )Co«. j < a— J ) 

&n.C~(Co<i«.Cos.iM+B)J ■ Siu.i(^+B)Coj.i(^— B)' 

1 C-Sin. i ( a+b ) f* Sin. f ( a—i )Coa. i ( a-fjt ) 

(Sin, ic.CoKjU— B)( * Sin. i iA~-B}Cot. i (-4+B) » 

Sin.c _( Co«.fC.Co».i(fl— ^) )' Sin. f ( g— t )Coa. f ( a-j-b ) 

Siû.C~(Co».îc.Sin.i(-^-fB)) ' Sin. t (-<— B)Cm. i (-4-+^) • 

Sîn.c _^ Co«.|C.an.i(a — fj )* Sin.f («44 }C(M.£f a— J ) 



Sin^c __ ( Si 
Siii.C~(S 



y Google 



88 QUESTIONS 

mais , par la proporUonnalité des sinus des angles aux sinus des côtes 
opposés , on a 

SIn,|<a4J)Co3.f (a— & ) SIn. <H-S!n. & Sîn^ 
Sin. i iA+B)Cos. i iA—B) ~ âia.^^-Sin.B ~ Sin.C 
Ski, f ( a—b )Co». ^ < a-f6 ) _ Sin. a—Sm. à _ Smx 
Sin.i C^— i{)Coa. f C'4+B)~Sm-^— 5in.B~Sui.C * 
susbtituant donc , réduisant et extrayant la racine quarrée , on tom- 
bera sur les formules annoncées. On se convaincra d'ailleurs que les 
racines doivent toutes fitre prises avec le signe + , en considérant le 
cas particulier où le triangle serait bi-reclangle en 5 et C ; on aurait 
alors B=:C=i = c=:^ , ç étant le cadran et ^=fl ; valeurs qui ne 
peuvent satisfaire qu'avec le signe -f-. 

Il est presque superflu d'observer que les formules I , II, III, IV , 
donnent, en les combinant, par voie de division , les analogies dt 
Néper , lesquelles 5e trouvent ainsi démoptr^s par ce qui précède. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

m. B. Le dëlaut d'espace, le grand nombre àti aoluiioiu obtenues pour les même* 
broblèmes et l'analogie entre ces solulions obligeront souvent k l'avenir les Rédac- 
teurs des AnnaJes A les comprendre toutes dans un seul article et à n'en présenter 
qu'une courte analïse. Ils auront soin , au moins , d'élre é<]uitables et de ne rien omettre 
de ce qui pourra piquer la curiosité de leurs lecteurs. 

Solutions des deuv problèmes proposés ^ la page SS^, 
du premier volume des Annales ; 

Par MM. Eocjut , Vecten , Fauquier , Pilatte , etc. 



jrBOBLÈME I. A un triangle donné circonscrire un triangle 
semblable à un autre triangle donnée et cuisait le plus grand 
posiible ?, . . 



y Google 



RÉSOLUES. 89 

PROBLÈME U. A un triangle donné inscrire un triangle sem~ 
ilable à un autre triangle donné, et éfui soit le plus petit possible ?. 

MM. Rochst , professeur de navigation à Saint-Brieux , Vecten , 
professeur de mathématiques spiîciales au lycée de Nismes, et Fauquiery 
élère du même lycée , ont également foodé les solutions qu'ils ont 
données de ces deux problèmes sur Les considérations suivantes. 

1.** Deux triangles t et t' étant donnés d'espèce , et deux autres 
triangles T , T' , respectivement Semblables à ceus-Ià , étant inscrits 
l'un à l'autre, T' i T par exemple; si T' est le plus petit des triangles 
semblables à i' qu'il soît possible d'inscrire à ï , ce triangle T sera 
le plus grand des triangles semblables à t qu'il soit possible de cir- 
conscrire À T', et réciproquement. 

Voici à peu près de quelle manière M. Rachat démontre cette 
proposition. Soit ABC ( iig. 5 ) un triangle semblable à < , et soit 
D£F le plus petit de tous les triangles semblables à i' qu'il soit pos- 
sible de lut inscrire. Si ABC n'est pas le plus grand des triangle» 
semblables S / qu'il soît possible de circonscrire à DEF, on pourra 
circonscrire à ce dernier un triangle semblable ht, plus grand que 
ABC; soit A/WG ce triangle; soient .coupés les côtés de ABC en 
jy y W y F', comme le sbnt ceux de A'B'O' en D , E , F , et soît 
formé le triangle jyWF'. Ce dernier étant disposé par rapport à ABC 
de la même manière que l'est le triangle P£F par rapport au triangle' 
A'B''C^ , on doit avoir évidemment 

ABC _ Ti'WE' 
A'B'C'~ DEF * 
si donc on pouvait avoir A'3'0'>ABC y on devrait avoir -ausû' 
Ï)EF>D^F'; ainsi, contrairement à l'hypothèse, le triangle IVET', 
semblable à t' comme DËF , et inscrit comme lui à ABC , serais 
jQoindre que DEF. 

La réciproque de cette proposition n'est pas plus difficile à établir. 
Soit en eiFet ABC le plus grand des triangles semblables & / qu'il 
soit possible de circonscrire k DEF ; si DEF n'est pas le plus petit 
de tous les triangles semblables^ t' qu'il'' soit possible S'inscrire à ABC , 
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au pourra lut en inscrire un autre plus petit que DEF et toujours 
semblable à i'; soit Ty¥/F' ce Irîangle; par D , E, F , soient menées 
trois droites B'C , C/A' , A'B' , faisant arec ses. côtés les mêmes angles 
que font BC , CA , AB, avec leurs homologues dans le triangle IFE'T^; 
le triangle A''B''C se trouvant alors , par rapport au triangle DEF , ce 
q,u'est le triangle ABC par rapport au triangle lyET' , on aura 

DEF _A'B'C 
D'h/t'~' ABC ' 
si donc on pouvait avoir D''E^''<DEF, il faudrait qu'on eût aussi 
ABC<A'B''C'; ainsi, contrairement à l'hypothèse , le triangle A'B'C, 
semblable à / comme ABC* et circonscrit comme lui à DEF, serait 
plus grand que ABC. 

2.^ Si deux cercles se coupent, de toutes les droites menées par 
l'une de leurs intersections et terminées à leurs circonférences , la 
plus longue esr la parallèle à la droite qui joint leurs centres , ou , ce 
qui revient au même, la perpendiculaire à jeur corde commune; et 
la longueur de cette droite est double de la distance entre les centres 
des deux cercles (*). 

Ces principes établis , voici à quoi se réduit la solution des deux 
problèmes proposés. 

Solution du I." problème. Soit ABC ( fig. 6 ) un triangle 
donné , auquel il faille circonscrire un triangle semblable à un autre 
triangle donné def ^ et qui soit le plus grand possible. 

Sur les côtés CA et CB du triangle ABC soient décrits extérieure- 
ment des arcs CEA , CDB respectivement capables des angles e et </; 
soient H et G les centres des cercles dont ces arcs font partie ; soit \ 
l'intersection de ces cercles, et soient menées HG et CI. Far le point 
C soit menée DE parallèle à GH, ou perpendiculaire à CI , et terminée 
en D et £ auk deux arcs; en menant ensuite DB et EA concourant 
en F , le triangle DEF sera le triangle demandé. 

(*) Vo^ei le* pag. a4 et ^6 de ce volum^. 



y Google 



KÊSOLUES. -gj' 

Sniuthndu IL* prplUme. Soit ABC ( fig. 7 ) "" triangle donné, 
auquel il faille inscrire un triangle semblable à un autre triangle donne 
4ef y et qitL 5oit le plus peUt possible. 

Au triangle def wÀ^. circonscrit ( problème L ) un triangle ahc , aent- 
blable au trianglfi' A^i et le plus grand possible; cotent coupas le» 
céi^s du triangle ABC ep D, £, f,- de la même manière que le 
9ont ceux du triangle Bhc ca d , k » /; formant enfia le triangle D!EF ^ 
ce sera le .triangle,. deipand^. 

Ce qui précède suppose tacitement que l'on a indiqué, à l'avance, 
à quels côtés ia. triangle donné d'espèce seulement , doivent Être ho- 
mologues ceuif des côtés du triangle à circonscrire qui doivent passer 
par chacun des sommets du triangle donné à la fois d'espèce et. de 
^aiideur ; ou k quels angles du triangle donné d'espèce seulement^ 
doivent- être homologues, ceux des angles du triangle à inscrire dont 
les sommets doivent être sar chacun des côtés du triangle donné à la 
fois d'espèce et de grandeur. S'il n'en était pas ainsi , il est clair que 
chacun des deux problèmes pourrait , en général , admettre six. solu- 
tions ; et qu'ainsi il y aurait lieu à un maximum maximorum ou à 
pu minimun minimorum. M. Rachat à qui l'on doit cette remarque, 
a Èalculé les expressions de l'un des côtés du triangle cherché qui 
réponàeQt à ces six solutions > mais il n'a pas eu le loisir de les 
discuter. 

Ces six solutions . se réduisent \ une seule lorsque le triangle à 
construire est équilatéral. M. Vecten observe à ce sujet que , si , dans 
ce cas on mène du point I ( tig. 6 ) des droites aux points A , B , C, 
ces droites, respectivement perpendiculaires aux côtés du triangle D£F, 
feront, autour du point I, des angles égaux entre eux et au tiers de 
quatre angles droits , d'où il suit qu'alors le point I sera celui dont 
la somme des distances aux sommets A , B,Ci du triangle donné» 
est la plus petite. 

Ainsi , le plus grand triangle i^uilaîèraî qu'il soit possible de 
rireonscrire à un triangle donné est celui dont les côtés sont per- 
pmdiculaires aux droites qui joignent aux sommets de ce triangle 
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donné h point dont la somme des distances à ces sommets est la 

jiîas petite. 

Et, comme la somme des distances aut trois tàxis d'an IriangTs 
'équilatëral d'un point quelconque pris dans son intérieur , mC égale à 
la hauteur de ce triangle , il en faut conclure q»ie la hauteur <&. 
flus grand triangle ètjuilatéral tfu'il soit possible de rïrcansmr» 
"à an triangle donné , est é^alt à la jomme des droites menées aux 
sommets de ce triangle du point dont Im somme des distances 3 
£es sommets est la plus petite. 

M. Pilatte, professeur de matWmatniaes spéciales an lycée d'Angers , 
ancien élève de l'école polytechnique , à traité ces deux problèmes 
par' l'analise et d'une manière tout \ fait - différente de celle qui vient 
'd'élre expliquée. Il a d'abord soin dlobserrer que, par friangleV/rroni^ 
crit à un triangle donné, il faut entendre un triangle doirt les côtés, 
prolongés s'il le faut , passent par les sommets du triangle donne-: 
et que , par triangle inscrit à un triangle donné , il faut entendre un 
triangle dont les sommets sont sur les côtés otx sur les prohngemens 
des côtés du triangle donné. Il se propose ensoite ces deux prohlètnes : 

I.* Connaissant les coordonnées des sommets dan triangle T, 
déterminer Fexpression de la surface S dun triangle circonserH 
à celui-là et ■semblable à "un triangle donné X ? 

2." Connaissant les coordonnées des sommets dun triangle T, 
déterminer t expression de là surface S' dun triangle inscrit à celui-là 
et semblable à un triangle donné t ? ' 

Ces problèmes étant l'un et l'autre în^iétermmés , les expression» 
trouvées par M. Pilatte pour S et S' , sont fonctions d'une certaine 
.arbitraire • qui est la tangente.,,tohtilaire de l'angle que fait l'un des 
côtés du tnangle cherché avec l'axe des x ; ainsi les triangles S et S/ 
peuvent être assujettis à une nouvelle condition choisie comnM on voudra. 

Supposant donc i .^ que les triangles S et S' doivent être ^ la Ctôs 
égaux et semblables an triangle t, m se trouve donné pour l'ua et 
l'autre par des équations da second degré, et tes deux problèmes pror 
posésàia page 3i6du i.''Telume àtsAnnalesst trouTent ainsi r^loa. 

Supposant I 
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Supposant ," s." que les surfaces S et S* doivent être des maxima 
ou. d^ minîma , M. Rochat trouve pour S un maximum imi et un 
minimum zér» et pour S' un minimum fini et un maximum mfinî; 

Passant alors au cas particulier où le triangle demandé doit £tre 
ëquilatëral , M. Rachat détermine les valeurs de « qui , dans ce cas, 
conviencent au maximum de S et au minimum de S'y et il enseigne à 
construire ces valeurs. 

Retournant ensuite aux valeurs générales de S et S^ et supposant 
que l'indétermioée » est la mâme dans l'une et dans l'autre , ou , -c« 
qui revient au même, que les côtés homologues des trîanglesS et S'* 
le premier circonscrit et le second inscrit à T sont parallèles ; il obtient , en 
multipliant ces valeurs, SS'=T', d'où il conclut cet élégant théorime. 

Si à an triangle quelconque T on en circonscrit un autre aussi quet-'- 
conque T'; qUà celui-ci on en circonscrive un troisième T", ayant 
ses côtés Tespectivement parallèles à ceux de T ; puis y qi/on circons- 
crive à T" un nouveau triangle T"', dont les c6tés soient respectivement 
parallèles à ceux de T' ^ et ainsi de suite , les aires des triangles 
T,T', T", T"^,:.., lesquels seront semblables de deux en deux y 
formeront une progression par quotiens. 

Noiis croyons devoir , à ce sujet , mentionner ici un autre théo- ' 
rème fort analogue & celui-là, et qui se déin'»**<^^«ilc™cnt , soit 
par l'analise , eoît par la giioniétrie. 

Si des triangles T , T' , T'' , T'^' ,...', sont tels que les chtès de 
chacun soient respectivement égaux aux droites qui , dans celui qui 
le précède y joignent les sommets des angles aux milieux des côtéf 
opposés ; les aires de ces triangles , lesquels seront semblables de 
deux en deux , formeront une progression décroissante par quo- 
iiens dont la raison sera \ . 

Nous terminerons par obsorrer que les deux problèmes qui font' 
le sujet principal de cet article , ont été résolus parlVT. Uiuilier^ dans 
les Élémens danalise géométrique et danalise algébrique ^ ouvrage 
remarquable par le grand nombre des problèmes qui y sont traités* 
t 

Tom. IL i3 
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Démonstrations du théorème énoncé à la page 384 
du i.^ volume des Annales ,- 

Par MM. Sëkvois , Lhuilier , Eoghat , Labrousss , 
Fauquier , etc. 

J. HÈORÈM'E. Le volume d'un tronc de prisme quelconque t droit 
ou oblique t s'obtient en multipliant Faire de tune quelconque de. ses 
bases par la perpendiculaire abaissée sur son plan du centre de 
gravité de taire de Vautre hase. 

Toutes les dëmonstrations qu'on a données cle ce théorème reposent 
sur les deux propositions suivantes. 

1 .° Le volume d'un tronc de prisme triangulaire , droit ou obli- 
que, s'obtimt en multipliant l'aire de l'une quelconque de ses Inses 
par la perpendiculaire abaissée sur son plan du centre de f^riXà de 
l'aire de l'autre base. 

a." Si l'on décompose les deux bases d'un tronc de prisme quel- 
conque en .triangles . par des diagonales correspondantes , les aires des 
triangles homologues seront diuia uu sapport constant qui sera celui 
des aires des bases elles-mêmes. 

Xa première de ces propositions est une suite de ce que le volume 
d'un tronc de prisme triangulaire est le produit de l'aire de l'une 
quelconque de s«& bases par le tiers de la somme des perpendiculaires 
abaissées sur son plan des sommets de l'autre base , et de ce que 
la dislance du centre de gravité de l'aire d'un triangle i un plan 
quelconque est le tiers de la somme des dislances de ses sommets 
au m6me plan (*). 

(*) La vérité de celle dernière proposition s'aperçoit sor-le-champf tn. remarquant 
que le centre de gratté de l'aire d'un triangle est le métoe qse k ceitfre cemmuk 
de {ravité de trois ntatses ^galei sîtuëes i m mnioeti. 
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La seconde proposition n'est pas plus difficile S d^fnonfrer. Qu'on 
îmagtne en eifet une section perpendiculaire aux arêtes latérales , et que 
cette section soit décomposée en triangles correspondants à ceux des 
deux bases; comme ces derniers seront les projttctions'dcs premiers 
•ur le plan coupant , ils seront & la fois entre eux dans le rapport 
des triangles de Tune des bases et dans le rapport des triangles dé 
l'autre i d'où il suit que les triangles correspondants de l'une et de 
l'autre base seront eux-mêmes dans un rapport constant. 

Pour parvenir, d'après ces principes, à la démonstration du théorème, 
MM. Labrousse t maitre de mathématiques à Nismes , et Fauquief y 
élève du lycée de la même vUle > ont démontcé , par la compositioo des 
forces parallèles , que , si la proposition était vraie pour un tronc de 
prisme ayant des bjises de n—i côtés , elle devait l'être aussi pour 
un tronc de prisme ayant des bases de n eûtes; et .ils' en ont con- 
clu que Ja proposition étant vraie , en éflet, pour des troncs de prismes 
triangulaires , elle devait £tre vraie poqr d$9 Uopcs de prismes quel-' 
conques. 

Les démonstrations données par MM. Servofs , VmUo' et Bochat 
reviennent au fond à ce qui suit : 

Soient n la base supérieure du' tronc et'O la distance de wrk 
centre de gravité au plan de la base inférieure; soient *. •'^ *f' ^-'t 
les triangles résultant de la d<Wunpo«u;Mi Ji: cette base elgig* ^g" ,...^ 
les dislances de leurs centres de gravité partienliers au plan de la base 
inférieure ; soit P cette base et < . /^, /^' >..., les triangles résultant 
de sa décomposition et correspondant à t'y ¥ , ''^,r..i.3oit enfin V kl 
Tolume du tronc, cm aura d'abord '.*'■'■; ' 

mais, m étant un nombre constant choisi convenaVcment» on isÂ\ avoir 

P=mn , t=zm* , t'zzmif , t'fstmt" t , 

ce qui donne d'abord 

mais on a , par le principe dw nomens, . 
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.^^^4^/^/4. =nG, ,, 

doSc enfin 

V=mnG=PG. 

Les rédacteurs des Annaî&s ont reçu diverses autres di^monstratioiA 
du même théorime qui rentrent toutes dans les précédentes* Les auteurs 
"de quelques-unes d'eiïtrè elles onl remarqué que la toéme proposition 
pouvait être étendue aux troncs de cylindres droits ou obliques i 
bases quelconques^ L'un d'euxa observé, en outre, qu'il suivait de cette 
proposition «^u'on ne change pas le volume d'un tronc de prisme ou 
de cylindre , droit ou oblique , & base quelconque , en substituant & 
l'une de s^s bases une .autre base passant par le centre de gravité 
de l'aire de celle-là. 

Ijè.tbëorème qui fait le' sujet de «f article se trouve traité par 
M. Blon^at , dans ]e dernier cahier dé la Correspondance sur tècoU 
polytechnique (Janvier l'ft; i , pag. 267 ). 

— ag-^ 'i I — ^^É^i^-— .■ii»^ l ■ iii.^iii iMiip t 

<2UESTrO]SIS PKOPOSÉES. 

"^héorèjne danalise, 

"n propose de *l^™.nfrer l'équation suivante : 

1.2.3.4 ^ci(ra+ir— « '*~T'~r~ ~T~T~ — 

■ -^ m - M— 'I ' w— a (n—S-iT '^ * J- i "'^'^ • »— 1» i>-t3 . fm— ■ 4)' "'^ '__ 

■■^T*~I~'"T"' 4 < ' » *■ 3 ■ 4 * 5 

problème de statique, 

' Une tablé triangnlaire , dont les ^mensions sont données , est sontenao 
horisontaUaientf^-'ù trois a^iglety. par trois pUie^-s vertlcaïuc dont les 
forces F, F', F" sont données. On demande 

I ." Le plus grand poids que peut supporter chaque point de la table ; 
3.* La courbe renfermant tous les points de la table qui peuvent 
supporter un poids donné F f ' ' 
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ASTRONOMIE. 

Eœamen d'une nouvelle théorie du mouvement de la 
' terre , proposée par le docteur Wood ; 

Par M. D. Encontre , professeur , doyen de la faculté des 
sciences de l'acadéniie de Montpellier. 



JuE n." 372 de la Bibliothèque hritonnique y et le n.* ni an jour- 
nal de NlCHOLSON annoncent « une nouvelle théorie de la rotaUoo 
» diurne de ta terre , démontrée d'après les principes mathématiques} 
B et fondée sur les propriétés de la cycloïd* et de l'ëpicycloide ; avec 
» une application de cette théorie aux phénomènes des vents , des marées 
» et des concrétions pierreuses et métalliques qui tombent des cieux 
» sur la terre. » 

La théorie dont i) s'agit se trouTC amplement développée dans un 
grand ouvrage publié à Kichmond , en Virginie , par le docteur WoOD; 
'mais, les libraires de ce pays-là n'ayant pas de communications bien 
régulières arec les nôtres , on ne connaît guère cet ouvrage *en France 
que par l'extrait qu'en ont donné les auteurs de la Bibliothèque bri- 
iûrnm'yHiî; extrait qui, bien que peu étendu, renferme heureusement tout 
ce qu'il faut pour éclairer l'opinion des physiciens géomètres. Nous 
pouvons , en effet, nous passer des raisonnemens du docteur W'ood, 
pourvu que nous ayons une idée bien nette des principes sur lesquels 
il les établit. Ce sont ces principes , tels du moins que la Bibliothè- 
aue brilannique nous les donne , que je me propose de soumettre ici 
Tom. IL »4 
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à une analîse rigoureuse. Il est d'autant plus nécessaire de les bien 
discuter que les conséqccaces en sont toul-ù-faît alansantes y et ne- ten- 
dent à rien moins qu'à renverser eotièrenient le magnifique édlBce de 
la Mécanique céleste. 

Le premier principe posé par le docteur "Wood est que, lorsqu'un 
cercle roule sur une ligne droite ou courbe, la partie supérieure de ce 
cercle est animée d'une vitesse plus grande que celle de sa partie 
inférieure. 

Le second est que , la vitesse variant dans les difTércns points de 
la mâme circonférence , il est absolument nécessaire que la force cen- 
trifuge y varie aussi. Le docteur Wood regarde ce second principe 
comme une conséquence mathématique et rigoureuse du premier. Exa- 
minons , avec quelque détail , jusqu'à quel point et dans quel sens son 
opinion peut être admise. 



QUESTIOIf. Lorsque la roue d'un char, ou tout autre cercle solide ^ 
roule sur une ligne droite , la partie supérieure de la circonférence 
a-t-elle plus de yitesse ^ue n'en a fia partie inférieure i 

I. Cette question qui fut , dit-on, le sujet d'un pari considérable, entre 
quelques savans Anglo-Américains, n'est pps bien difficile à résoudre. 
On conçoit, en effet, qu'au point le plus élevé de la roue, le mou- 
vement de rotation et le mouvement de translation s'exécutent dans le 
même sens, tandis qu'au point le plus bas, qui estaussi le pointtangent, 
ils ont lieu en sens contraire. La vitesse absolu^ du point le plus élevé est 
donc la somme des vitesses de rotation et de translation, tandis que 
la yitessç absolue du point le plus bas en est la diiTércnce; ces deux 
vitesses spnt donc essentiellement inégales, La première peut même 
être infiniment plus grande que la seconde ; et c'est ce qui arrive, 
lorsque la vitesse de translation est égale 'k la vitesse de rotation; car 
alors la vitesse absolue du point 1q plus bas est 5ensibh>ment nulles 
tandis que celle du point le plus haut est double de celle du centre. 
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§. =. 

Généralisation de la <juestion précédente* 

2. Ces expressions : partie supérieure , partie injérieure , point le 
le plus haut , point le plus bas y ont quelque chose d'équivoque et 
peuvent induire en erreur, sur-tout lorsqu'on en fait usage en astro- 
nomie et qu'on dît, avec le docteur Wootî , qu'un même point de 
la terre est plus faaut, quand on y compte midi, qu'il ne l'est quand 
on y compte minuit. 

D'un autre cot^ , la roue qui roule sur une droite et qui applique 
successivement chacun de ses points sur cette droite , de manière 
que la longueur parcourue, pendant le temps que dure une révolution 
entière, soit exactement égale à la circon^rence de la roue, ne nous 
présente qu'un cas très-particulier de la génération des cycloïdcs. 

11 importe donc de se faire un langage plus géométrique , et de 
considérer la question sous un point de vue plus général et plus simple 
i la fois ,en concevant toutes les cycloïdes , tant communes qu'allongées 
et raccourcies, engendrées par un point pri& sur la circonférence d'un 
cercle qui tourne autour de son centre, tandis que ce centre est lui- 
mime emporté, d'un mouvement uniforme , le long d'une droite située 
dans le plan du cerele tournant. 

3. Soient AB, DD'( fig. i )deux diamètres d'un même cercle se cou- 
pant \t angles.droits.Soîent EE' , FF' deux droites qui touchent le cercle 
aux points A, B , et qui par conséquent sont parallèles l'une à l'autre et 
an diamètre Diy. Que le cercle tourne uniformément autour de son 
centre, tandis que ce centre lui-même se meut uniCormément le long 
de D'D. Chaque point S de la circonférence du cercle décrira une ' 
cycloïde, laquelle sera commune, accourcie ou allongée, suivant que 
l'espace parcouru par le centre du cercle , pendant une révolution, 
sera égal à sa circonférence , moindre que cette circonférence ou plus 
grand 'qu'elle. ' 

4- Dans cette hypothèse , les droites EE', FF' paraissent être sem- 
blablement placées relativement au cercle tournant; et, si pour évit» 
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toute difHcuh^ y on suppose le plan de ce cercle horizontal « il n'existera 
absolument aucune raison , soit physi<jue soit géométrique, de regarder 
l'une de ces deux lignes comme supérieure et l'autre comme infé- 
rieure ; mais , dès qu'on aura déterminé le sens de la rotation du cercle, 
et le sens de la translation de son centre , on reconnaîtra sans peine 
que le mouvement du point langent à l'une des deux droites dont U 
s'agit , est très-diiTërent do niouvément du point tangent k l'autre. 
Concevons, par exemple, que Je centre se meuve dans le sens CD, 
et que le cercle tourne dans le sens AD ; le point A , par le seul 
effet de son mouvement de rotation, doit décrire, au premier instant 
une petite droite suivant AË, et, par le seul effet de son mouvement, 
di;. translation , une autre petite droite , dans le même sens. Il est donc 
évident que !e point A , par l'effet simultané de ces deux mouve- 
nicns, doit décrire suivant A£, au premier instant où il se meut, un 
espac£ égal à la somme des espaces que ces deux, mouveinfens lui fe- 
raient séparément parcourir. 

Le point B, au contraire, est sollicité parla rotation dans le sens *. 
Bf'' et par ia translation dans le sens BF , directement opposé. La 
Tites^.réelle de ce point B, en vertu des deux mouvemens ùont îl est 
animé, n'est donc que ld~ différence dps vitesses que chacun de ces 
mouvemens tend à lui imprimer. 

5. On voit donc clairement que , si uo cercle tourne sur son centre, 
et .se meut en m£me temps d'un mouvement rectiligne.et uniforme , 
entre deux parallèles qu'il touche continuellement , les vitesses absolues 
des deux points tangens sont très inégales i l'un se mouvant avec la 
somme et l'autre avec la différence des vitesses de rotation et de trans- 
lation. Il a plu ao docteur "Wood d'appeler demi-circonférence su- 
périeure , celle qui contient le point tangent qui a la plus grande vitesse, 
et demi^circonjérence inférieure, celle qui contient le point langent 
qui a la moindre vitesse. Ainsi , dans notre hypothèse et dans son lan- - 
gage , DAiy est la demi -conférence supérieure , et DBD' est l'infé- : 
ricure ; mais^si , le cercle continuant' à tourner dans le mâme sens , son 
centre , au lieu d'aller de C vers D , allait dans le sens CD^ , la demi- 
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eirconfôrence DAD^ derraît être regardée comme inférieure , ct-Ia demi- 
circonférence DBD' conune supérieure. Ceci suffira , sans doute , pour 
prévenir toute équivoque à cet égard. 

§.3. 

■ Recherche de la pitesse absolue dans la cycloîâe. 

6. Quoi qu'il eii soit du langage adopté par le docteur "Wood, sa 
première proposition n'en esl pas moins certaine , et , le point A se mouTant ■ 
plus vite que le point B , nous sommes en droit d'affirmer que les difFé-' 
rens points d'une môme circonférence roulant sur une droite , ne sont ' 
pas tous animés d'une mérhe vitesse absMue. Toute courbe d'ailleurs 
pouvant être regardée comme formée d'une înHnîté de petites droites» 
et tout mouvement comme une suite de petits mouvemens uniformes, 
la même proposition s'étend généralement à toute circonférence de cercle 
roulant d'un mouvement quelconque sur une courbe quelconque. 

7 Mais i.1 ne suffit pas de savoir que les dilTérens points de la cïr^ 
conférence sont animés de vitesses inégales, il faut encore être en état 
de comparer la vitesse absolue d'un point av6c celle d'un autre pointquel- 
conque , prissur la même circonférence. "Wood, en s'occupant de cette 
recherche , ne parait pas avoir embrassé la question dans toute sa géné- 
ralité, si du moins nous jugeons de son travail par l'extrait qu'en a 
donné la Bibliothèque britannique , où l'on ne trouve d'ailleurs qu'une 
formule algébrique, sans aucune trace de l'aaalise que l'auteur a pu 
suivre pour y parvenir. Il ne sera donc pas inutile de donner ici une 
solution directe et complelte de ce problème intéressant. 

8. Proposons-nous donc de trouver, dans l'hypothèse d'un cercle 
tournant uniformément sur son centre , avec une vitesse donnée , ' 
pendant que ce centre se meut d'un mouvement rectiligne et uni- 
forme avec une vitesse aussi donnée ; proposons-nous , dis-)e , 
d(ï déterminer la vitesse d'un point quelconque de la circonférence, 
laquelle est aussi la vitesse , au point correspondant de la cycloïde- 
décrite. Soit S ce points et soit sa position déterminée par 1« nombre 
de degrés de l'arc AS : le point A , que nous appellerons aussi Von- > 
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gine y étaiit suppose celui des deux puïnU tangens dont le mouvement 

de rotation est dirigé dans le sens du mouvenient de translation. 

Menons la tangente ST^ et concevons qu'en vertu du mouvement 
de rotation, si lui seul avait lîeu, le point S dût parcourir, pendant 
l'élément du temps , l'arc élémentaire SM , se confondant avec le prolon- 
gement de la tangente ; et que le même point S, soumis au seul mou- 
vement de translation , dût, dans le même temps, parcourir la petite 
droite SN , parallèle à BF. Soient met n les quotiens respectifs de SM 
et SN par l'élëmeat du temps imeln seront ainsi les vitesses de rotation 
et de translation. 

Achevons le parallélogramme SMNP; sa dîanogale SP sera l'espace 
parcouru par le point S , pendant l'ël^ent du temps , en vertu des 
mouvemens combinés de rotation et de translation; sott p le quotient 
de la division de SP par l'élément du temps ; p sera conséquemment la 
vitesse absolue cherchée. 

Soit prolongée NS jusqu'à la rencontre du diamètre AB en R, et 
soit mené le rayon CS; nous aurons MP—SN; de plus, à cause des 
angles égaux MSN et ACS , le dernier de ces angles sera supplément 
-de SMP , ea sorte qu'on aura 

Cos.SMP-—CosAS ; 
or , par un des théorèmes fondamentaux de la trigonométrie , le 
triangle SMP donne 

. SP* = Sm' 4-MP* — aSM . MP . Cos'SMP ; 
substituant donc , il viendra , 



SP =SM +SN +2SM.SN.C0JJVS , 
eu enfin , en divisant par le quarré de l'élément du temps 
p* = /n*+n*-^2mnCos.AS. 

Ainsi la vitesse de translation ou, ce qui revient au même, la vitesse 
du centre esta la vitesse absolue d'un point quelconque S de la cir- 
jconféreoce , comme » est à y^ /n'-i-u^-\':imn.Coi.A6 ; AS étant l'arc 
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dompris entre ce point et celui dont la vitesse est la pins grande. 

9. Si l'on suppose successivement que le point S devient chacun 
des points A , D, B, l'arc AS deviendra successivement o » AD, 
ADB ; son cosinus deviendra donc successivement -J-i , , — i i 
OD aura donc 

pour le point A , p^m-^n , 
pour le point D , pzz^m'-{-n* , 
pour le point B , p:=m — n ; 
le premier et le dernier de ces résultats sont y comme l'on Toît, exac* 
tement conformes k ce que nous avions trouvé ( i et 4 )• 

10. Si l'on observe que ;n et n sont tous deux positifs, et que Cos^S 
est positif ou négatif, «uivant que le point S se trouve entre A et D 
ou entre D et B » il sera facile d'en conclure que tout point situé entre 
le point A et le diamètre DD^ a plus de vitesse absolue que le point D, 
et qu'au contraire tout point situé entre le point B et le m£me dia- 
mètre a moins de vitesse absolue que le point D; de manière que la 
vitesse absolue croit sans cesse de D en. A où elle atteint son maximum , 
tandis qu'au contraire elle décroît sans cesse de D en B où elle atteint 
son minimum, . 

II. Déterminons pre'sentement les composantes de la vitesse absoluç 
du point S, dans le sens des axes AB , DD^, Si nous abaissons FQ 
perpendiculaire sur RS , cette droite FQ exprimera la vitesse dans le 
sens AB , tandis que SQ exprimera la vitesse dans le sens CD; o^ 
FQ=PM.A>i.AS=mJm.AS et SQ=SN+NQ=ïn-t-m.CofcAS. 

13. Si le point S « se détachant de la circonférence, se mouTsit; 
uniformément, dans la direction SP^avec la vitesse absolue que nous 
lui svons trouvée , et parvenait , au bout d'un certain temps /, au point S', 
en abaissant de ce point une perpendiculaire S^ sur 1« prolon^emeat 

de RS , on aurait. - _^_^ 

SS/s/v^M'-H/i'H-anirt.CosJVS , 
SI =/o4-/fli.Coa.AS , 
S^=:*m.SinAS. 
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Détermination de la vitesse absolue dans les hélices. Relation curieuse 
entre les hélices et les cyeloîdes. 

1 3. SI » tandis <[ue le cercle tourne uniformëment autour de soa 
centre , ce centre , au lieu de parcourir une droite située dans le plan 
du cercle, se meut uniformément sur une droite dirigée d'une ma- 
nière quelconque dans l'espace , en sorte que cependant le plan du 
cercle reste constamment parallèle k un plan invariable ; chaque point 
de la circonfértince décrira une sorte d'hélice. 

i4* CoQceTons d'abord que la droite directrice du centre soit per- 
pendiculaire au plan du cercle générateur; la courbe engendrée par 
un point' quelconque de ta circonférence sera l'hélice droite ou vulgaire, 
cdle dont il s'agit dans la statique él6iientaire, lorsqu'on y traite de 
l'équilibre de la vis. 

Soit toujours m la vitesse de rotation ; soit y la vitesse de trans- 
lation , perpendiculaire au plan du cercle générateur , il est aisé de voir, 
6aQs recourir à une nouvelle figure, que la vitesse absolue d'un point 
quelconque de la circonférence génératrice est \//n*-{-y*. Cette vitesse 
absolue est alors évidemment la même pour tous les points de la cir- 
confîïrence. 

i5. Concevons, en second lieu, que la droite directrice du centre 
soîl oblique au plan du cercle générateur, il en résultera une hélice 
oblique qui , bien qu'elle ait lieu dans la nature , n'a été encore , 
jusqu'ici , d'aucun usage dans les arts. 

-Concevons , par la directrice , un plan perpendiculatm à celui du 
cercle générateur et, dans ce cercle, soit mené un diamètre perpen- 
diculaire ik l'intersection des deux plan»; menons encore deux droites 
qui touchent le cercle générateur aux extrémités de ce diamètre. La 
projection du cercle , emporté le long de la directrice , en quelque point 
qu'on le suppose anrété, sera constamment un cercle égal au premier 
et tangent k ces deux, mêmes droites. 

Décomposons 
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D^ompttsons le mouvement du centre en deux autres , l'un per- 
pendiculaire au plao du cercle générateur et l'autre dirigé dans ce plaît, 
parallèlement aux deux tangentes. Chaque point de la circonférence 
pourra être considéré comme étant animé de trois vitesses : savoir i." 
la vitesse m de rotation ; 2.** la vitesse n de translation parallèle aux 
tangentes ; 3.° enfin la vitesse q de translation , perpem^culaire aa 
plan du cercle. 

Soit toujours p ta vitesse du point décrivant , dans le plan du cercle 
mobile , et soit v sa vitesse absolue dans l'espace ; les deux vitesses p 
et ^ étant perpendiculaires l'une à l'autrt! , et se composant dans la vi- 
tesse unique v , on aura v=-y/ tj'-^p* ; mais on a (8) /»*=m'-+-n" 
+2mB.CosAS, donc 

*'=y''m*-|-n'-f-y*-|-afli«.Cos.AS. 
Telle est l'expression générale de la vitesse absolue dans les hélice;. 
i6. On voit, par ce qui précède, qu'il existe entre les hélices et 
les cycloïdes une relation très-remarquable ; ou plutôt que les cycloïdes 
ne sont que des hélices d'une espèce particulière. Si la directrice du 
centre du cercle générateur est perpendiculaire au plan de ce cercle, 
on .obtient l'hélice droite, ainsi que nous l'avons déjà observé. Si l'on 
* donne à la directrice différèns degrés d'inclinaison , on obtiendra les 
différentes sortes d'hélices obliques. SI enfin , en inclinant de plas en 
plus la directrice , on finit par la coucher dans le plan même du cercle 
générateur , les hélices dégénéreront en cycloïdes. 

17. Aussi la formule du n." i5 embrasse-t-elle tous les cas. Si la 
directrice est perpendiculaire au plan du cercle générateur^ on a n = o 
et par conséquent c= v^m*4-y* , comme nons l'avons trouvé (v4) pour 
l'hélicedroite. Si,aucontraire, cette directrice est dans le plan même du 
cercle générateur, ûnaç = oetpar conséquent »*=■ V''m'-t^H-amn.Uo*.A&, 
comme nous l'avons trouvé (8) pour la cycloïde. 

18. Si la vitesse du centre du cercle générateur sur la directrice rec- 
titigne , au lieu d'être constante , varfait d'une manière quelconque , 
it et y seraient variables, et on déterminerait la vitesse absolue d'ua 

Tom. Il, iâ 
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point de la circonfërencc , pour une époque quelconque , en substituant 
pour ntiq, dans la formule générale , les valeurs qui répondraient à 
cette époque. 

19. Si , au contraire , le mouveittent du centre du cercle générateur 
était uniforme, mais curviligne , il faudrait considérer ce centre, & 
chaque instant , comme étant mu sur la tangente à la courbe ; ce qui , 
déterminant la situation du point A, et conséquemmcnt la grandeur 
de l'arc AS, permettrait de faire encore usage de la même formule. 

3.0. Enfin le mouremcnt du centre du cercle générateur pourrait 
être en même temps varié et currlligne, et il est aisé de voir-, d'après 
ce qui précède, comment , dans ce cas , on ferait usage de la formule 
générale (*). 

21. On pourrait aussi supposer que le rayon du cercle générateur 
varie , pendant le mouvement, suivant une loi quelconque''; ce qui 

'(*) Soit , en ^nôral , un cercle tournant unironnëment sur lui - même ; que le 
plan de ce cercle ^lemeurc conaïamment parallèle à un plan fixe , pendant que son 
centre eal enportii d'un mouvement varie d'une manière quelconque , >ur une court» 
il double courbure , et propo»oni-noui de d^eminer la grindeur et la dlreclJOQ 
4& la vileue absolue de l'un quelconque des points de la circonférence. 

Scùt r le rayon du cercle générateur et «oit m b viteue de rotation com- 
anne A tous tes pointa de sa circonférence. Soit pris un point quelconque de 
l*«space pour origine des coordonnées rectangulaires , et soit prise pour axe des x 
une perpendiculaire au plan fixe auquel celui du cercle générateur est constamment*'' 
parallèle. Enfin soieqt 



j^ 1 le» coordonnées du centre ; ^ > les coordonnées du point décrivant. 

Mf\ « ) 

Supposons que le* équations du mouvement àa centre aoient 

/(■«'■y'.Jf.0==O. ♦Ca:',/,«',0=^ , A^(*',y,r',«=o ; (A) 

•n lOfte que l'élimination de t , entre ces équation* , conduise i celles de la directrice. 
On en tirera , par la diSJéreniiatîon , 
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donnerait naîssaDce à des espèces de {Spirales ou volutes planes, oc ^ double 
courbure, ou que la vitesse de rotation est elle-même variable, ou 
enBn que la direction du plan du cercle générateur varie dans l'espace 
suivant une loi connue ; mais toutes ces recherches, d'ailleurs très- 
curieuses, ne paraissent guère susceptibles d'une utile application. 

X, Y, Zf ^(ant, ou du moint pouvant toujours devenir àea fonctions de ( seule- 
meut , et reprëscnlant les vilcsses du ccnlie parallcleincnt aux a^tes. 

Soit t l'angle variable que forme avec l'axe des x la projection wt k plan du 
xjr du rajoQ mené au point décrivant, en sorte qu'on ait 

i--l+Consi. (C) 

•on aura ^Tldeoiment 

ac— se^srCoa.* , _y— yferSnJ , r=«' ; (D) 

et l'élimination des variables x' , y*, m', t, t, entre les sept ëqualioM (A, C, D} 
conduira k l'équation de la trajectoire décrite. S! au contraire on n'en élimine que 
3^ , y, z' , f , le* trois équations ^u'on obtiendra «eronl cellei du mouvement du 
point décrivant. 

Cela posé , dam les équations (D) , tout , excepté r , étant variable et foncUon de f ^ 
en le* dîSérentiant sous ce point de vue , elles deviendront 

et M dt ' it et àl ' dt àt ' 

équatlona d'où on tirera » en a^yant égard aux équation* (B) et obtervant que 1'^ 
qualion (Q donne r~s=m , 

Ç=X— mSin.# . ^=Y+mCos.» , ^=2. ' 
àt ' dt ' dt 

Désignant donc par f la vitesse absolue du point décrivant » il viendra 

«'eM-à-dire, ' 

v=\/m'-j-X^Y'+Z'+2m (Y<los.*— XSin.*). 
Qwnt aux ^nations de U direction de cette vitesse , et conséqnemmest celle de 
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§• 5. 
QUESTION. La fi/esse absolue étant fariahle ^ la force centrifuge le 

sera~t~elle aussi ? 

22. Après avoir suffisamment éclaîrci tout ce qui concerne la rarià- 
tîon de la vitesse absolue, il nous reste à examiner le second principe 
pos^ par le docteur Wood , savoir: que, ta vitesse absolue variant à 



U tangente h la trajectoire, en désignant maintenant par x' , y , z', non pa> ie> 
CDordonnëes du cenlre , mai» celle* du point de contact , eUes leront 



L'axe des x , et contéquemment l'angle t , étant arbitraire par rapport à la directrice ; 
•bbatituons à cet anf;le un autre angle • , dépendant de la nature de celte directrice 
et de la manière dont elle eit parcourue par le centre du cercle générateur. 
Prenons , par exemple , pour cet angle •, l'angle que forme la projection, tur le 
plan dea xy, du raj'on mené au point décrivant, avec la normale k la projection da 
4a directrice sur le mâme plan. Les équations de ces deux droites étant 

«D aura 

X.Sin.< 
f ' Y.CoiJ Y.Coi.»— X^i.# 



#où Y.Cos. *— X.Sin.*=Co».». VXH-ï*=n.Cos.« , 

en désignant par r la vitesse estimée dans le sena du plan du cercle générateur. Subtli- 
loanl donc , dans la valeur de i> , elle deviendra 

*'=V''n»"+B*+Z.M-3JM-Cos.« ; 

formule générale , de laqti^ on déduira (acUemeot loua les cat particuliers dîacutéa 
danf le texte. _, 

( Note du iditt^rs, ) 
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chaqae point de la circonférence, la force centrifuge varie aussi. Or, 
la première chose ^ faire pour se mettre en état de décider cette ques- 
tion , c'est de bien déterminer le sens qu'on attache au mot force 
centrifuge. 

Un grand nombre de physiciens l'emploient comme synonyme de 
forcetangentielle ou projectile; voyez entre autres la P^/^i^u^mi^f^fin/yutf 
de Fischer, sec. U,chap. XIII, S;VI,pag. 49. Mais Huyghens, 
Neitton y Jeaw Sebnoulli , et une foule d'autres illustres géo- 
mètres entendent , par force centrifuge , la force avec laquelle un point 
contraint de décrire une courbe , tend i s'en écarter i chaque îpstant 
suivant la direction de la normale. 

Ici même , c'est-à-dire , dans le cas d'un cercle tournant autour de 
son centre , pendant que ce centre est emporté dans l'espace d'une ma- 
nière quelconque, on peut établir une distinction qui donne lïeu à 
considérer quatre sortes de forces centrifuges : on peut , en effet , con- 
sidérer la force centrifuge ou par rapport à la trajectoire réellement 
décrite dans l'espace par un point de la circonférence ^ ou considérer 
setle force centrifuge par rapport à la circonférence; et, dans chaque 
cas , cette même force centrifuge peut être envisagée sous les deux points 
de vue que nous rencms d'expliquer. 

On aura donc ainsi à considérer i.** la force suivant une direction 
tangente à la trajectoire , laquelle sera variable comme la vitesse absolue ; 
2.° la force suivant la direction tangente à la circonférence sur laquelle 
se îneut le point décrivant ; 3.** la force normale à la trajectoire ; 4* 
enfin la force normale à la circonférence, ou «dirigée suivant le pro- 
longement du rayon mené au point décrivant. 

Or , de ces quatre sortes de forces centrifuges , dont les trois pre-. 
mières varient de grandeur suivant le-point que l'on considère, il n'y 
aurait proprement que la demî^ qui , si elle variait aussi > pourrait 
détruire l'équilibre entre les parties d'un cercle tournant sur son centro> 
U est clair , en effet , que , si les poin>» de la circonftrence sont éga- 
lement poussés vers le centre par la force d'attraction qu'on suppose 
la même pour tous ces pointf , et in^leœent aoUlcilés dans -Jie seo4 
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oppose par la foïce centrifuge, qu'on suppose varier d'un point î 
l'autre, l'équilibre sera nécessairement détruit, et sa destruction exei^ 
cera vraïseniblabJement nne influence sensible sur les p'winoinènes des 
vents et des marées ; mais si, au contraire , tous les points de la cir- 
conférence sont , en même temps , également attirés et également re- 
poussés , l'équilibre devra nécessairement être maintenu, 

Prouvons donc que , dans le cas de la c}xloïde , qui parait être 
celui duquel "Wood s'est principalement occupé, le point A et un 
autre point quelconque S , s'ils cessaient d'être retenus sur la cir- 
conférence , en conservant d'ailleurs leurs vitesses acquises , s'éloigne- 
raient également du centre dans des temps égaux. 

23. Concevons , pour cela , que le point A qui , comme nous l'a- 
vons vu , est animé de la vitesse absolue m+n , suivant AE , par- 
vienne en A' au bout du temps /, nous aurons ainsi A A'=: /m-j-fti. 
Or , dans le même temps que le point A parcourt AA' , le centre C 
parcourt aussi une certaine longueur CC, laquelle est oécessairenient 
égaie à tn ; si donc nous abaissons sur AA' la perpendiculaire CH , 
coupant en K le prolongement de SN, nous aurons AHî=/m. 

Nommant donc r le rayon CA = C'H , nous aurons CA' — 

D'un autre, côté le point S, devenu libre, sera mu dans la direc- 
tion SP avec une vitesse \/ m*-^n*-\-îmnCas.\& et parviendra , au bout 
du temps / , en un point S^ du prolongement de cette droite telte^- 
ment situé qu'en abaj^ant de ce point, sur le prolongement de SN 
la perpendiculaire S^I coupant en L le prolongement de CÇ/ , on 
.aura (13) 

SI = /n-i-/m.Cos.AS , 
S^=//n.SinAS. 
d'où 

RI=RS-lrSI=rSin.AS-h/n-4-"nCos.AS ; 
donc : .. 

C/L=KI=ÏU^RR=W— GC'=>-SinwVS-4-/mC^s.AS î 
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on a de plus, à cause d« C£=r.Co9.AS , 

S1,;;:S1— Ll=Sa— -CR=/flï.Sm,AS— r.Cos.AS ; 

on aura donc 

CS'=^/câL'-f-Sâ.' = /(rSm.ASH-//n.Cos.AS}'H-(/mSin.A5— rCcwASj' , 
ou t en développant et réduisant , 



flfnsi , au bout da temps /, le point A et le point quelcon<[ae S, 
devenus libres , pendant que le cercle continuera i se mouvoir * se 
•eroDt également écartés do son centre ; d'où l'on voit que la fctse 
centrifuge , proprement dite , la seule qui puisse troubler l'équilibre , 
est la -même pour tous les points de la drconférence (*). 

(*) En conwrrant les nolationa etcoarenlion* deUaore précédente , le centre du 
«ercle est lolliciU , h l'ëpoijiie (, parallèlement aux axes par des fbrcea ^ui sonlre»- 
pectWenent > 

d^_6X £y-_ir d'«'_dZ ^ 
et' dt' dt 6t * dt Ht * " 

et le point décrivant est soUicilé » au mime instant > paraliëlement aut mèawi aaw ^ 
par des forces qui sont 

d'« dX d*^ dM dy d*„ , d'r iZ 

dfidt àt d^dc àt di*d(* 

nais les«ses fusant , avec le rajon mené au potnl dëcrirant], des an^^fs dont 1^ cwon 
sont respectivement , 

CosJ , * &n,t , o f» 
ks forces de la première sorte, estimées suivant ca raj'oi) , seroM 

dX dY 

— -Co8.i, — SJn.* , ; 

d* dt 

et les forces de la seconde aorte , estimées suivant ce même rajron , seront 

( dX d# ) ( dT 

t m— Cos.* J~ 

Ainn l« rsjjon mené an point décrivant sera soUîcilé , suivant sa direction > tavcMr : 
à l'une d«^aBS extrémités, par une force unique égale i 
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On voit donc que le système du docteur Wood n'est absolument 
pas soutcnable. Son premier principe est vrai ; quand au second , il 
est vrai dans un sens et faux dans un autre , et c'est dans ce der- 
nier sens qu'il en a prétendu pouvoir faire l'application à la rotatiui 
diurne de la planète que nous habitons. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution du premier des deux problèmes proposés à 
la page 5a de ce volume ; 

Par M. Lhuiuer , professeur de mathématiques à racadémie 
impériale de Genève. 



JLjEMME I. Partager deux, droites données de grandeur, l'une et 
l'autre en deux parties, de manière que le rectangle d'une partie de 
l'une de ces droites par une partie de l'autre soit donné de grandeur» 
et que le rectangle des deux autres parties soit aussi donné de gran- 
deur ? 

dX dY 

«t , i Km aotre extraite , par une force unûjue ^gale i 

dX dY i» dX dY m* 

-:-Coi.M--^Siii.^-m — = -;-CosJ+---Sin.» , 

dt dt d( d* d* r 

la Ibirçe centrifuge , proprement dite , évidemment ipà» à la dift^cence de ce* Jeuz- 

U , lera donc simplement — , c'eM-i-dlre , exactement' U mime que ai le centre 

était £a« , et tout Ji hàt indépendante de la ûtuàtion du point décrivant aur la circooTérence. 

iNoiedti iditcars.'i 

Soient 
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Soient Afi , }k/W ( lîg. a ) deux droites donnas de grandeur ; on 
demande de couper cv droites l'une et l'autre en deux parties aux 
poiata X et X' , de manière que les rectangles AXXA''X'' et BX><^BOC'' 
soient l'on «t l'autre donjiés de grandeur ? 
Soient 
AXxA'X'siABxAV* et BXxBOC'=ABxB/^ > 
on aura \ 

AX:AB=AViA'X' et BX:AB=B'^:BOC' ; 
donc 

BX:AB=a'X':A'X' et AX: AB^J'X'iBQC' j 
donc aussi 

tfOC':A/X'=B'^:B'X' t% ^OC':BOC'=AV: A'X' ; 
ce qui donne 

flOC'x*OC'=AVxB'i/. 
On connaît donc la somme afbf des deux distance^ a'%' i yX' et 
le rectangle de ces mêmes distances ; ainsi elles sont données de gran- 
deur et conséquemment le point X' est donné de ptuition. 
■ Remarque 1. Pour fixer l'attention sur un cas détennmé, j'ai supposé 
que les positions des points donnés et des poinlschercliés sont respectî- 
yfemenl AXB , A^X/W , et que les droites A'a\ Wh^ > sont données d« 
grandeur d« mani^ 1 répondre à cette supposition. Si l'on voulait faire 
l'ënumération de toutes les positions dont ces points sont susceptibles « 
il parait d'abord qu'il y aurait neuf cas à examiner ; mais quelques-un^ 
de ces cas rentreraient le» ans dans les autres ; ils dépencb^ient de la 
grandeur des droites données A'a' , B'i' et des directions suivant les- 
quelles on les porterait depuis les points A' et B^ X^ géométrie et 
l'algèbre indiquant la I&ison qui règne entre ces diiïérens cas, par les 
changemeos de directions et de signes des ligues obtenues , ij'û cru 
devoir nw borner à l'exposition sommaire de l'un de ces cas. 

Remarque IL On obtient , comme il suit , la condition de possibilité 
du problème proposé t 

Tom. U. xG 
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A'B'— (AV+B'ftOrai/A'a'xB'A' , 



LEMME II. Partager trois droites données de grandeur chacune en 
deux parties de manière que l'on connaisse de grandeur chacun des 
rectangles suivans : savoir, le rectangle d'une partie de la première 
par une partie de la seconde ; le rectangle de l'autre partie de 'U se.-* 
condc par une partie de latroisième ; enfin le rectangle de l'autre partie 
de la troisièmei par l'autre partie de la première ? 

Je T^s montrer comment le problème propose, sur' trois droites^ 
peut être ramené au problème correspondant sur deux droites seulement 
' SoientAB., A^B^ , A"R" ( fîg. 3 )» trois droites donnéée de grandeur, 
î couper -en X,X^, X/^, de manière que l'on connaisse de grandeur 
«hacuD des rectangles AXxA'X', BOt'xA'Ot", B"X''xBX ? . 
. Soient 

AXxA'X'=A'B'xAa et BOC'xA''X"=A/B'xA'V . 
en aura > 

AXîAtf=A'B':AOC' et A'B':BOC'=A'/X/';ÀV' , 
donc 

AX:flX=A'B':BOC' et" A'B':A'X'=A'OC":fl//Xf' , 
et psr conséquent 

AX:«X=A'OC'/:A"tf« et AX:Afl=A''X''/:a"X'' ,_ 
d'où résulte 

oX:Aa=A'/fl":fl'OC" , 
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Donc on connatt- les droites âB, a'^" , et en outre les rectangles 
(aXxo''OC''> BX^B'-'X''' soot àinn^ de grandeur ; donc le problème 
sur trois droites données de grandeur et sur trois rectangles formés 
par leurs parties, d'une, manière conforme à l'énoncé , est ramené au 
problème crarespondant sur deux droites seulement. 

Remartfue. Ou ramènera ppécisément de ia même manière le problème 
proposé sur-quatre droites , au problème correspondant sur trois droites^ 
et généralement , le problème étant proposé sur un certain nombre de 
droites , on le ramènera au problème correspondant sur un nombre de 
droites inférieur d'une unité. 

Problème, A un triangle donné , inscrire un triangle dont les côtés 
passent par des points donnés ? 

Soient A , A^, A^^, les sommets d'un triangle donné ; soient P , 
F^ , V , trois points donnés sur le plan de ce triangle. On demande 
d'inscrire au triangle donné, im triangle XX^X'''', dont les côtés XX', 
XOC", X^'X, passent respectivement par les points P", P, P' ? 

iP ) f A A' , A A"J f P a' ,P h", 

P' ! «oient menées aux c6t^« (A' A'', A' A [les paralUUt Jp'^/,P' h , 
P^'J (A''A ,A''A') (P"tf,P''^. 

f flX XJOC , a/OC"xJX , tfOC'X*''X", 
XesrectMges|^^^^^^^^^ _ a^'A' xJA' , a'K xh'^K ; .. 

«ont égaux ^enx & deux ; ainsi ceux de ta première ligne sont donnés 
degrandeurjetyCommeonconnattenQUtrvles AASiaa.zeAah^A'b' ,a^'h**y 
le problème se trouve ramené au lemme précédent. 

Remarie. A l'aide de l'extension dont on a vu tout à l'heareque 
cfe lemme est susceptible , on résoudra d'un« manière semblable le pro^ 
blême général. A un poligone donné , inscrire un poligone de même 
nom , dont les calés ( ou leurs prolongemens ) passent respectivement 
par des points ( en même nombre ) donnés de position ? 
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Autre solution du même problème ; 

far M. Servois , professeur de mathématiques auxëcole| 
d'artillerie de Ijafère. 



i>^dl l'on construit une suite de pollgones de m cdt^s dont les cdt^» 
ou leurs prolongeniens passent respectivement par m points donnés et 
dont les sommets, excepté' le dernier, soient respectivement sur ni — i 
droites données , le lieu des derniers sommets de ces polygones sera 
en général une courbe du second degré ( Voyez , pour la démonstra- 
tion de cette proposition-, ta Correspondance sur réco/é polytechnique , 
tome , 1 .*' , n.** 8 , page Sog ). A quoi il faut ajouter qu'avec la règle 
seulement 'il sera facile de déterminer cinq ou un plus grand nombre 
de points de la courbe. 

2." Si donc le dernier sommet est assujetti, comme les autres, 3t 
•e trouver sur une droite donnée ou , ce qui revient au même , sll 
s'agit d'inscrire à un polygone donné de m càiés un polygone ^un 
pareil nombre de côtés , dont les côtés , ou leurs prolongemens , passent 
par m points donnés y l'un quelconque des sommets du polygone cher- 
ché devra se trouver à l'intersection du côté correspondant du polygone 
donné avec une courbe du second degré dont cinq points au moins 
*eront déterminés ; d'où l'on voit que le problème ne pourra admettra 
que deux solutions au plus. 

3.? On voit, en outre, que la résolution de ce problème se trouvera 
réduite à celle du problème suivant : cinif points étant donnés ds 
position par rapport à une droite indéfinie , construire les inier" 
Sections de cette droite, a^ec^ la courbe du second degré passant par 
Us ein^ points donnés? Qt ce probjèmeaëïé résolu ( Voyez la Corres- 
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ponâanee surf école polytechnique ^ tome i.*', n.* lO, pa|;« 435 ); 
«t il peut l'élre facilement de diverset autres manières. 

^ Dans des cas particuliers , il peut airirer que , par U nature du 
polygone donné et la situation .des points ^funés , l'un des sommeU 
du polygone cherche cessant d'être assujetti à se trouver sur un côté 
du prenûer , ce sommet dëerive une ligne droite ; alors le problème 
rentre en totalité dans le domaine de la géométrie de la règle. Ce» 
cas sont en très-grand nombre dans le problème général ; car seulement 
le problème particulier du triangle présente celui des trois pôles en 
ligne droite , celui de deux pôles en ligne droite avec «n sommet, etCr 



Solution du dernier des deux problèmes proposés à Î9. 
page Sa de ce volume ; 

Par M. liHUiLiSR, professeur de mathématicpes à racadémle 
impériale de Genève. 



Jf-HOBZÈMS. Déterminer un quadrilatère dont on connatt les q«t^ 
tre côtés et la droite qui joint les milieux de deux côtés opposés î 

Je remarque d'abord que ce problème donne lieu h .un cas indé- 
terminé. En eiFet , lorsque les côtés opposés d'un quadrilatère sont 
égaux , deux i deux > le quadrilatère est un parallélogramme; la droite 
qui joint les milieux de deux côtés opposés est déterminée à être 
égale et parallèle k chacun des deux autres côtés , et le nombre de* 
quadi'ilatères assujettis aux conditions données est illimité. 

Supposons donc que la double égalité qui rend le problème indé- 
terminé n'ait pas lieu. 

Soit AA'CCy ( fîg. 5 ) un quadrilatère dont les côtés, sont donnés 
de grandeur de manière qu'on n'ait pas, en même temps , AA'=C<y 
et AQss A/C ; que les côtés opposés AC et A'C soient coupéa 
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ea deux {uirlies ëgaks , en B et B^ , el que la droite BB' Mit donnée 

de grandeur; on demande le quadrilatère. 

I/application des propositions générales de la Polygonométrie nt'a 
paru le moyen le plus ceft^cnable pour résoudre le problème proposé .• 
savoir, je rais chercher, au moyen de ces propositions, les angles t^ 
B et en B^ que la droite BB' fait avec les côtés du quadrilatère dont 
elle joint les milieux. 

Que dans le quadrilatère ABB'A' les angles extérieurs soient désignés 
par B et par B'; dans le quadrilatère ChWC les angles extérieur» 
feront les supplémens des premiers. 

Pans le quadrilatère ABB^A^ , on a l'équation 

AA'"=AB'H-BB^+B'A'»+2ABxBB/xCw.B , 

+2ABxB/A'x£'û.îi(B+B0 » 
H-ûBB'xB'A'x^'o^.B'. 

'1^5 ie quadiilaière CBB'C^, en remarquant que BC=ABet^De». 

B'C'=A'B/ , on a î'éqwatioo 

CC^=AB'+BB'»+B''A'»— aABxBB'xCoj.B . 

+3AB xB^A'xCw.CB+B^ ^ 
— 2BB'xB'A'xCoj.B'. 

Ajoutant et retrancliant sûccessîrement la seconde équation & 1> 
premièi^ , il viendra, en déduisant, 

AA«+CCy=3AB'-HiBB"4-3B'A"+4ÂB xB/A'xC(ïj.(B4-B0. 
AA'*— CC"=4AB X BB' X £'oj.B4-4BB'xB'A'xCos^'. 
. Ce qui donne 

'■^. ' 4ABxB'A' ' 

AA'-t-CC^ AA'— ce 

, AaCoj.B+A'B'.Cos.B'^ — ' ^^ ' — 
Far la première de ces équatiovs , eif connaît la somme des angles 
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3 «t &'y fia le ôoiÎDQS de- cette sttmmè ; par ià HKtmèk (ta c<«(Ddtt 

la somme des produits des cofintis des mêmes an|;1fis par les droite^ 
domiées AB et A^W. Fartant , le pifiblème est ramena à cet autre : 
trouver deux angles dont on connaît la Mtnme , ' et la somme des 
produits de 'leurs cosinus par d^ droites ^onnëes. 

Remarque I. Lorscjuc AÀ' = CÔ et AB = A'B' , on a aussi 
BB'^AA'=CC; il vient conséquemment 

donc la somme des angles B et B' vaut deux droites , et cons^quemment 
les droites AC et A'C sont parallèles entre elles. Alors Cw.B'= 
— C(ïJ.B, et la seconde équation deviêtat 

(AB— A^B0C6j.B=AA'*-CC' ; 
d'où CosA=^; partant » Tangle B est îndëterminë, comme il lïoit 
l'être en effet,.' 

. Memarque IL Le problème : couper. un angle' donné en deux parties 
telles que la somme des produits de leurs cosinus' par des droites, 
données soit donnée, de. grandeur,, peut Être cés<dii de 'dïfiiéEentis ma- 
nières , soit par l'algèbre soit par la géométrie, !« procédé siùvant , 
fondé sur la doctrine dea centï-es des m«yoDties distances ^ me parait 
l'un des plus éléganis. 

. Soit ACA< ( iig. 6 ) un angle ^oi^Q^* on demande de le partager 
en deux parties ACX; A'CX-, -par une -^ite GX* de manière que 
les somme» de leurs cosinus , pour les rayons donnés de grandeur 
CA et CA'', soient égales à une droite donnée de grandeur 2«? - 

Soit menée AA'', laquelle soit coupée en deux parties égales, au 
point Z; de ce point , comme centre, et avec un rayon égal à la 
moitié » de la droite donnée, sbit décrite une- circonférence de cercle; 
du sommet C soit menée ( s'il est possible ) qne tangente à ce cercle, 
et du point C soit élevée ^ cette tangente une perpendiculaire CX j 
cetls perpendiculaire sera la droite ,qai divisera l'angle propqsé'daBS 
Im parties ehercbées. 

Four que le problime' «oit posstttle, le point C ne doît^paaétxant 
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dedans de la cîrconfëreDce dont Z «st le centre et dcmt ■ est le nyon^ 

t'est-à-dire , qu'on doit avoir «~CZ. Or , 

CAM-CA''=3CZ'=3AZ»=3CZ*H-iAA'» 

CA»-|-CA''— aCAxeA^Cw.C 



dOM 



=aCZ'+- 

-_, CAM-CA"+aCAxCA'.Co/.C 



(m. doit donc avoir 

pans le cai présent, cette inégalité devient 

AA^H-CO-3CAB'+BB"+A'B^) 
4ABxA'B' * 

AA^'+CC-^(ABH-BB"+Ag') 



■- — 3:: — BB«. 



IBB/-f(AA'— CCO , 



<• 

■savoir ; I^ms tout tfiutdriîaûre , ^ iroUe qm joint les milîatx Je 
deux eôtés opposés n'est pas plus petite que la demi-différence des 
■deux outrées eétis » »t elle n'est pas plus grande que leur demi-somme» 

■Remarque 



y Google 



■fiÉ-SOLUE-S.; 121 

Jîemar^M IILViqiiaûon 

donne lieu à la construction suivante : 

- Des points A el A' soient abaissées -sur BB' les perpendiculaire» 

Ai et A'i' i on aura 

Bi=AB.Cw.B , B^b^=A'h'.Ços£^ ; 

donc 

Or , le rapport de AA' à bè^ est le rapport du sinus total au cosinus 
de l'inclinaison du côté BB' au côté AA'; donc on connaît cette incli- 
naison ; et y par la première équation , on connaît celle des deux côtéii 
AC et A'C l'un à l'autre. . 

Hemarque IV. De là Je problème proposé est ramené au suivant : 
soient deux cercles donnés de grandeur «t de position , et soit une 
droite donnée de position ; mener une droite parallèle k la droite donnée 
de position, de manière <jue sa partie comprise entre les circonférences 
des deux cercles soit de grandeur donnée. 

En effet, les points B et B^ sont il des cîrcônférencesf données, dont 
les centres sont A -et A' , et dont les rayons sont AB et A^; et la 
droite BB'', donnée de grandeur, doit être inscrite entre lescircoi^ 
férences de ces cercles , de manière qu'elle fasse un angle donna' 
avec la droite AA'' qui )oint leurs centres. 

Par le centre A soît menée une droite Am , égale \ BB' et faisant 
ayec AA' l'angle donné. Du point «comme centre, avec le rayon AB, 
soit décrite «ne circonférence de cercle qui rencontre ( s'il est possible ) 
en.B^ la circonférence dont A^ est le centre et A^'' le rayon; soit 
enfin menée B^B parallèle à A*, et terminée en B à la circonférence 
de l'autre cercle ; la droite B'B sera la position de la droite qui joint 
les milieux des côtés opposés- AC et A' C'. 

Si la circonférence décrite du centre m avec le rayon AB , coupe la 
circonférence décrite* avec le rayon A'B' et le centre A', le problème 
proposé a deux solutions. 

Tom. Il, ^^ 
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Si la rencontre de ces circonférences n'a pas lien , le pn^blème <st 
impossible. 

Si enfin la rencontre se fait par contact^ il y a une limite entre 
les quantités données. 

Four que le problème soit possible» On doit avoir les deux conditions 

I.» AB^A'.— AW ) ( A'.^AB+A'B' J ( A'.^CAft+A'BT , 

_ ' } «» I _ J-"! _ 

a." AB— A'.+A'B' ) ( A'.^AB— A-» l I A'.'C(AB— ATO" ) 

or, V " A'.'=AA''4.À.",— 2AA'xAi..Coj^'A. . 
=AA"+A." — 2BB'xM; , 
= AA"-i-Bli" — a BB'xii' 

i i(AA'+CC')x KAA'— CC) ) 

=AA/M-BB"-2BB'JBB'+. -' ^ g^'' J 

=AA"— BB"— HAA"— CC") 
■ ■ •■ ' . ' =J(AA'"+,CC-)— BB« ; 

on a donc les deux limites 



(AB+A'B'}-- 
.(AB-^AW~ 



;(AA"+CC")— BB". 



< 



' jiuii'e soliilwn. I* problème proposéfeeut aussi être ir^solu , indépen- 
damment des propositions générales de la polygonométrie, 'comme il suit. 
' Que les côtés AC , A^C se rencontrent ( s'il y a Heu ) en S , 
( fig. 7 ) on aura ' 

• CC'>=CS'-fCS'— 3CSXÔS.C0Î.S , 

=:(BS-^BC)?-^(B'S— ■B'C)-— 2(BS— BCKB'S— B'C');C<'r.S , 
asBB'»— aB SxB C+iiîlSxB'C'.Cw.S+.BC'-f-B«'*-^aBCxB<?.Cw.Su" 
— aB'S X B'C+aB'S X BC.C«.S. 
On trouvera par un calcul 6 peu près semblable , 
Ai'KoBB^+aBSxBC— iBSxB'O.Coj.S+BCî+B'C'"— aBCxB'&Co/.S. 
-HaB'S X B'Ç'— 2B'S X BC.C0J.S. 
de b AA<"4-CX;"=2BB'"-H2BC'+2B'C"— ^BCxB'C.C.u.S , 
AA"-^;C"=4BS X BC— ;BS xB'C.Coi.S , 
H-4B'S X B'C— JB'S xB C .CosS. 
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La preoùire ies ces ëqtiatioQs donne 

acBB'H-Bp'4-B'ty')— (AA''+CC") 
tOJ.&_ ACxA'C ' ^ ' ■ 

et de la seconde on tire 

4BScBC— B^.Coj.^4-4B'ScB'C'— BC.Coj.S)=;AA"— CO". 

Partant, dans le triangle BSB^,' on connaît la base BB**, l'angle; S 

au sommet, et la «omme AA" — CC* des rectangles des deux côtés 

BS cit'B/S/ par lès guaiititës données BC— B'C'.CoJ.S ' et' B'C' 

— ^BGCo.f^ ; lesquelles quantités données reviennent res|{ectlTement à 

AA-'+CC'"— aBB'>+3BC»-aB'C" AA.'^CC'^—sEB'f-^aEC.'+aWC/' 

4BC i ' [ 4b'C' ** 

Ainsi, le probième pzoposé , ,sur le quadrilatère, çst r^ei^é ^u. 
problème suivant i sur uil' trianigle : on demande un triangle fiSB' 
dont on connaît la base BB'' , l'angle, au sommet S , .et la sqjnnifl^ 
des rectangle» des côtés BS et B'S par des droites données ? 



, Solution analî tique du ni^jne problème ; 

Par M. RocHAT, professeur* de mathélnatîqiies et dé 
■ iMvigptioa àl St-Bfieux. , , 



Oorr le quadrilaièiÊ-BCDE -(-fi^..^,)^ Sont -les^niîlieux des côtés 
BC et DE ^nt respectivement A et K, et dans lequel on connaît 
ÀK = à , BC= b , DÉ="<; , CE= d , TBD ='«. Soient pris' 'âK 'po'ur 'axe' 
des :r,etle point A pour originej etsoient les coordonnées déS sommet*' 

ainsi qu'ilsuit: .1. :. 

, ( +m ,, ' ( —17* , ( a~p » (. a-{-p f, 

pourBJ' ■ J)ourC{ *" jpdorDT ' - ^^' ^6ui"E*| -■.' 

les" coordonnées des'mtKjetôc^espeétr&G, H lie -HD; ^EiserOnC.; ' ' 

pourG < • . ■■ [.pour H { -n -.y.:-.] •■{..■ 
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soit fait enfin GH=Z ; on aura les ëqoations de condition 

4(m*'i-/t*)=i' , {a~p — mf+{^ — ny=e , 

i(j>'+<l') = c-,{a+p-\-m)-+{,—n)'=d. 

Eh traitant p-^m et y— n comme inconnues dans celles de la seconde 

colonne,' et quarrant il viendra 

(/^"')'= i -47- i ' (^-"> = k^: ri 

ajoutant ces équations à l'ëquation en Z, il viendra, en doublant et 
retranchant les équations de la première colonne , 

au' moyen de quoi Z peut être regardé cooime connu. 

" 'Cela posé, les coordonnées des points 'M et P, milieux rospeclifs 

d«3 diagonales BE et CD , sont 

pour M ( . pour P..( 

. / -;(?-») i , \ Hl-n) : _ 

A'ob. il suit que la droite PM, passant par l'intersection O dès droites 
AK' et' CH , ; aiira pour équation- 1 - . ■ ■ ' 

ainsi AK forme avec PM un anghî - dont 1«' tangente tabulaire est 

.- p— « j/s^'fffTH*— ^')7-[f^'— <')' ■ 

f+m ~ *'*—«' * 

on trouvera -de même que . GH forme avec la, même .droite un angle 
dont la tangente est ^ 

*■■— e' , . ' 

i'ang'le formé .par les droîl^iA^ et GHj angU. qui es"t la sorfime ou 
la différence de ces 'ji^ux-^là, pourra: doncétre déterminèrent, comme 
les grandeurs de ces drof tes sont .connues , et que d'ailleurs leur inter-_ 
section O.est leur milieu) commun , on aura tout ce qui sera néces- 
saire' pour construire le :quadrila^e demandé. ' - 

Cette analise s'appliqua également aux trois sortes dâ quadrilatireSj et 
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les limites du proKliine sont données par celles de la r^tt^ du radical (*), 



Construction géométrigue du même problème ; 

Par M. PiLATTE, professeur de mathématiques spéciales 
au lycée d'Angers. 

JTROBLEME. Construire un quadrilatère dans lequel on connaît les 
quatre côtés et la droite qui joint les milieux de deux côtés opposés ? 

Solution. Supy>osons que ce <]uadrilatère soit déjà construit et que ce 
soit le quadrilatère ABCD ( tig. 9 ) dans lequel, outre les quatre côtés , 
on connaît la droite £F qui joint les milieux £ , F des cdtés opposés 
AB, CD. Soient t, Kles milieux des deux autres cdtésBC, AD; soient 
menées les diagonales AC, BD, dont les milieux soient H, G;' en 
exécutant les constructions indiquées dans la figure^ on aura (**) 
EH=GF=iAD,Hr=EG=iBC,lCH=Gl=iAB,KG=HI=:fDCi 
le parallélogramme EHFG, dans lequel on connaît ,, outre les côtés, 
la diagonale ÎËF , peut donc être construit ; sa construction fera con- 
naître sa diagonale KG , laquelle est aussi diagonale du parallélogramme , 
HKGI dont on connaît , en outre , les côtés ; ce dernier parallélo- 
gramme peut donc aussi être construit , et . conséquemment lef points' 
I et K peuvent être déterminés ; menant doi(c par £ , F ,.I , K > de^ 
droites respectiTement parallèles à GI , GK , HF , GF , ces droites ,. par 
leur rencontre, formeront le quadrilatère demandé. 

Le parallélogramme HKGI, tournant autour de celle HG de ses 

(*) On parvient encore assez facilement au but, en prenant l'un des ctlii opposa 
du quadril^tÈre'dont la distance' des n^eiix est doniiëc pour nxedess; son milieu pour 
origine ; et en cherchant fi d^lcrmùicr la «luatlon du tnillen du cdié o|^ié. Ce nùliea 
est donne par l'intersection d'un cercle ajant son centre i l'origine arec une para- 
bole ayant pour aie l'axe des x ; ce qui conduit , par l'élimination , à une ëqugtÛMi 
du quatrième degré se résolvant à ta manière du second. 

(**) VoycE les pag. 3i3 et 353 du lom. 1,*' de» Annalta: ' 

( NtUjt Ju Uilevrt. l ., 
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-deux dîogonales qui lui est -commune avec le parallélogramme ËHFG', 
peut prendre, par rapport k cô dernier, la situation HK''GI'; et, si 
l'on eoBstruit sur celui-ci , comme sur le premier , . on formera un 
nouveau quadrilatère A'B'C'D' qui , sans être égal au premier, rem- 
Wifa comme lui les conditions du problème. 

Quant à l'impossibilité de ce problème , elle se manifestera par 
celle de la construction da l'un ou de l'autre des parallélogrammes 
JiHFG et IIKGI. 



Démonstrations du théorème énoncé à la page Sa de 

ce volume. . . 
par MM. Raymond , Vecten , Lhuilier , Encontre , 
LA9HOVSSE , Febbiot, Rochat, Fauquier et Ajassoïï, 



t^UELQtJES-UNS des géomètres qui se sont occupés de ce théorème, 
en ont donné, à la fois , des démonstrations analitiqiies et des démons- 
trations synthétiques ; d'autres'se sont bornés à une démonstration de 
l'une ou de l'autre sorte ; enfin deux en ont donné des démonstrations 
mixtes, c'est-à-dire, partie analitique et partie synthétique. 

M. Raymond, principal du collège de Chambery , a donné deux 
tlémonslratiôns purement analitiqucs ; et MM. Vecten ^ professeur de 
mathéniatiques spéciales au lycée de Nismes , Rachat, professeur de 
navigation ^ St.-Brieux , et Ajasson , élève du lycée d'Angers , en ont 
chacun donné une. Cc^ diverses démonstrations reviennent à peu près 
\ ce qui suit, 

L'équation d'une byperbole^uilat^ràle,'tapportéeà ses asymptotes 
frises pour axieS , est de la forme ■ 

et, si « et /S sont les co^données -de l'une des extrémités d'an diamètre ; 
— « et — (S seront le» coordonnées de son autre extrémité ; en sorte 
que, si parim pbiilt dont les coordonnées sont J^ et y^ on mène des 
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drpîtçs à ces deux-lÂ , en dëslgaant par m et m' les t^gentes tabut 
}aires des angles que feront ces droites ^ d'un même cdté , avec l'asymp? 
tote prise pour axe des jt, on aura 

«— • * x-f-« " 

Mais comme on a 

xy=A* , «jîs^* , 
on a aussi 

. xy=«i3 dou ^= — f 



et par consëqumt 

les angles formes d'un m£me cdié avec l'asymptote par les deux droites, 
sont donc supplémens l'un de l'autre ; ces deux angles , pris de diiTë- 
rens côtés, sont donc égaux. 

Ainsi, , les droites qui vont ^an mime point quelconque âunt 
hyperbole èquilatérale aux deux extrémités </■»/» même diamètre trans^ 
verse^sont également inclinées à- Tune quelconque' des asymptotes. 

Passons actuellement aux démonstrations synthétiques. M. Raymohd 
a déduit la sienne de ces deux propositions- connues. 

i." Dans l'ellipse et dans l'hyperbole, les deux cordés supplémen- 
taires qui répondent à un même diamètre , indiquent , par leur direc- 
tion , un système de diamètres conjugués. 

2.° Danstoulehyperbole, leparallélogrammeconstruit surdeaxdîamè- 
tres conjugués quelconques^asesdiagonalesdirigéessuirantles asymptotes. 

Il est éyident en eiFet, par la première proposition» que les droites 
qui .vont d'un point quelconque d'une hyperbole aux deux «xtrémitës 
d'un même diamètre transverse , sont parallèles à deux autres diamètres 
conjugués l'un à l'autre ; ces droites sont donc, en vertu ^le la seconde 
proposition , parallèles aux droites qui joignent les milieux des cdtés 
apposés d'un certain parallélogramme dt>nt les dlagosales se confondent 
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avec les asymptotes de l'hyperbole; si donc cette hyperbole est équi- 
latërale, ce paraHélogrammc ayant ses diagonales rectangulaires devient 
un rbombe; les droites qui joignent les milieux de aes côtés opposés 
sont donc également inclinées à une quelconque des diagonales ,' c'est- 
à-dire , à une même asymptote ; il en doit donc être de même de 
deux parallèles à ces droites. 

Quoique la première -des deux propositions sur lesquelles M. Bay- 
monâ a fondé sa démonstration sa trouve démontrée dans divers ouvrages 
élémentaires , on verra s^ns doute ici avec plaisir la démonstration très- 
simple qu'il en donne lui-même, et qui peut également être appliquée 
à l'ellipse. 

Soient HBK ( fîg- i o ) l'une des branches d'une hyperbole , C 
son centre , AB l'un quelconque de ses diamètres transvérses , MA et 
MB des droites menées aux deux extrémités de ce diamètre^ d'un point 
quelconque de la courbe; si, par le centre C, on m^ne des parallèles à 
MA et MB , coupant ces .droites en E et D ; parce que C est le milieu 
de AB y E sera le milieu de MB ; le diamètre CE coupera donc en deux 
parties égales toutes les cordes parallèles à MB ; son conjugué sera 
donc parallèle à cette corde , et sera par conséquent CD. 

.Voici présentement la démonstration de M. ÏJtuilier. 

t Soit C le centre d'une hyperbole équilatère ( fîg. 1 1 ). Soit ACA^ 
k un diamètre li:ansTerse de cette hyperbole, dont les extrémités soient 
» A et A'. Soit M un point de cette hyperbole auquel soient menées 
n les droites AM , A'M. Par M soit menée une droite parallèle à l'une ■ 
» des asymptotes; et, sur cette droite, soient abaissées les perpeodi- 
» culaures AB , A'B'. J'aiErme que les angles A^B , A^B' sont 
». égaux entre eux. 

a Soit, en effet, menée par C l'autre asymptote , qui rencontre en 
> P la droite BB^ } et , sur CP . soient abaissées les perpendiculaires 
» ADi A'IV. 

w On a , par la propriété fondamentale de l'hyperbole rapportée & 
■» ses asymptotes , 

AD>^CD=MPxCP, ou AD:MP=CP:CDi 

de tt 
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a de Ik 

AD— MP : AIH-MP=CP-CD -. CP+CD, 
^ ou, i cause de AD=A/D'=B^. et de CD=CD' 

MB:MB'=AB:A^Ii'; 
» les deux triangles rectangles MBA et MB'A'' sont donc semblables 
» entre eux ; et , par suite , les angles AMU et A^IB' sont ëguun 
» entre eux. 

» Application. Soient deux points A , A' donnés de position , et 
» soit une droite BB' qui se meut parallèlcmen là elle-même dans un même 
*> plan passant par ces deux points. Bans cbacune des positions de cette 
» droite. Soit déterminé, sur elle , le point pM dont la somme des 
> distances aux points A, A** est la plus petite; le lieu de ce point 
■» M est une hyperbole équilatère dont AA^ est un diamètre- tcans- 
■» verse , et dont une asymptote est parallèle à BB'. 

» Ce point est aussi le point d'incidence des rayons qui , partant de l'un 
y des points A» A^, sont réfl(!chis à l'autre point, par la droite BB'. » 

La démonstration de M. Encontre ^ Professeur doyen delà faculté 
des sciences de l'acadétnie de Montpellier, suppose , outre le premier des 
deux principesemployésparM. Raymond , les deux autres principes que 
Toici ; i." la tangente k l'hyperbole , terminée aux asymptotes , a son 
point de contact k son milieu; et elle est égale au conjugué du dia- 
mètre mené par ce point de contact ; 2." deux diamètres conjugués 
quelconques d'une hyperbole équilatérate sont égaux entre eux. 

Ces principes posés, soient C ( £g. I3 ) le centre d'une hyperbole 
équiiatérale , AA' un diamètre, MA , MA' des droites joignant un 
point quelconque M de la courbe aux extrémités de ce diamètre, et 
supposons que ces droites coupent l'une des asymptotes en B et D. 
Soit £F une tangente parallèle à MA , soient K le point de contact de 
cette tangente et F le point où elle coupe l'asymptote ; en menant 
le diamètre EE' il aui-a pour conjugué le diamètre parallèle à "EF ou 
MA ; ce diamètre EE/ sera donc , par la propriété des cordes sup- 
plémentaires , parallèle k MA' j les deux triangles CEE et DMB 
îiiront donc semblables ; mais , si l'hyperbole est équiiatérale , on a 
Tom* IL ' 18 
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EC=EF, et conséquemment le premier de ces deux triangles est isocèle; 

le secoad doit donc l'être aussi ; on duit donc avoir ADg.MBD~Ang. 

MDB. 

M. Encontre remarque de plus que, si l'on désigne par G et H Ici 
points où MA^ et MA remontrent l'autre asymptote, on aura, par ce 
qui précède et par les propriéléa générales de rhypcrbole , 
MB=MD, 
MH=MG , 
AB=MH; 
retranchant la dernii^re équation de la somme des deux premières , il 
Tient, eu réduisant , 

MA=DG. 

Les démonstrations synlhëliques de MM. Vecten , professeur de ma- 
thématiques spéciales au lycée de Nîsmcs , et I.abrousse , maître de 
mathématiques dans la même ville , sont absolument les mânes et 
reposent uniquement sur -rcgalité des portions de sécantes interceptées 
entre les asymptotes et la courbe ; elles reviennent à peu pr^ à ce 
qui suit. 

Soient toujours C ( fig. i3 ) le centre de la courbe, BE et CH 
Jes asymptotes, AA^ un diamètre, MA, MA' deux droites joignant 
ses extrémités i un point quelctmque M de l'hyperbole j la première 
de ces droites coupant les asymptotes -en B et H , et la seconde en 
D et G. 

Soit menée par A' une parallèle à MA terminée en E à l'asymp- 
tote , et soit joint EH ; à cause de l'égalilé des triangles CAB et CA'E, 
et de MH = AB, HE sera parallèle à MA', et conséquemmenl les 
triangles EHB et DMB seront semblables ; mais, parce que HC per- 
pendiculaire à BE tombe sur son milieu , le premier de ces deux 
triangles est isocèle; le dernier l'est donc aussi; on a donc Ang.MBD 
=Ang.MDBi 

La démonstration donnée par M. Ferriot , principal du collège d« 
Baume , est d'une forme particulière ; il démontre d'abord , cornât* 
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il suit, que la propoaitioiï est vraie, dans le cas oiile diamètre dont 
il s'agit est Taxe traosverse lui-même. 

Soient C ( Ag. i4 ) le centre de l'hyperbole, CD son asymptote, 
AA' son axe transverse , prolongé vers X , MA et MA' les droites 
joignant les extrémités de cet axe à un point quelconque M de la 
courbe , ces droites coupant l'asymptote en D et £ ; soit enfin AF 
une perpendiculaire k l'axe, coupant l'asymptote en F. - 

Dans l'hyperbole équilatéralc , deux diamètres conjugués, et consé- 
quemmeiit deux cordes supplémentaires , terminées au premier axe , 
font d'un même côté avec cet axe des angles complément l'un de 
l'autre ; ainsi MA'C est complément de MAX , et , comme FAD l'est 
aussi , il en résulte que ces deux angles sont égaux ; mais, d'un autre 
côté, les angles A'TJE et AFD valent l'un et l'autre un angle droit 
et demi ; donc les triangles Â''C£ et AFD sont semblables. On a 
donc Ang.MDE=Aog.CEA=Ang.MED. 

Cela posé, soit ua plan arbitraire passant par CD, et soït projetée 
la figure sur ce plan ; sa projection sera toujours une hyperbole équi- 
latérale , ayant encore CD pour asymptote , mais dont la projection de 
AA' ne sera plus l'axe , mais un diamètre transverse , lequel pourra 
être quelconque , ji cause de l'iDdëtermination du plan conduit par 
CD; d'un autre côté, à cause de la situation arbitraire du point M, 
les projections de MA et MA' pourront, dans la nouvelle hyperbole, 
deveuir des droites joignant un point quelconque de la courbe .aux' 
dçux extrémités d'un diamètre transverse quelconque ; et , comme les 
projections des angles égaux MDE et MED seront encore des angles 
égaux , il en résulte que la proposition aura «ncore lieu dans ce cas, 

JjA démonstration mixte de M. Vecten , et celle de M.. Fauquier 
élève du lycée de Nismes , consistent également à prouver d'abord , 
par l'analise , que les droites qui vont d'un point quelconque d'une 
hyperbole équilatérale aux deux extrémités d'un même diamètre trans- 
verse font, d'un même côté, arec le premier axe, des angles com- 
plément l'un de l'autre ; ce qui est évident, d'après ce qui précède , puis- 
que ces droites sont respectivement parallèles^ deux diamètres conjugués. 
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Cette proposition une fois établie y la proposition principale s'en 
déduit facilement. 

Soient, en eiFet , C ( fig. i5 ) le centre d'une hyperbole ëquila- 
térale, XX^ la direction de son premier axe, YY^ celle du second, 
^CD et CG ses deux asymptotes, AA' un diamètre transTerse quel- 
conque , MA et MA' des droites joignant les çxtrëmitës de ce diamètre 
b un point quelconque M de la courbe , F et F' les points où ces 
droites coupent le premier axe ; soient enfin B et H les intersections 
de MA arec les asymptotes, D, G, celles de MA' avec les mêmes, 
' droites , et I l'ïntersectron de DG avec CY. 

Par ce qui précède , l'angle MFX est complëraent de l'aogle MFOC j 
îl est donc égal a CIF^ i mais MFX et GIF' sont respectivement des 
angles exténenrs dans tes tiiangles CFH et CGI , 'd'où il suit qu'on, 
doit avoir 

Ang.ICH-|-Ang.IGC=Ang.CHF-|-Ang.HCF ; 
ou simplement, à cause de Ang.ICH=:Ang,GCF , 

Ang.IGC ou AngJïGM=Ang.CHF ou AngGHM ; 
«t, comme les angles MDB et MBD sont les complémens respectifs 
de ces deux-là, ils doivent aussi £tre égaux. 

M. Fauifuier a déduit de cette proposition la conséquence que voîci. 
Soient C le centre ( fig. i6 ) et A, A' lès sommets d'une hyperljole 
ëquilatérale ; soient pris les arcs ,, 

A/BssA'm', An=A'/ï', d'oii m/i=m'n'î 
aoient joints tes points m, m',», d' ■, à un point quelconque P de 
la courbe par des droites coupant l'une des asymptotes en g, g' , h, h'. 
Les points m et m', ainsi que les points n cl n' , se trouvant, par 
la construction , les extrémités d'un même diamètre , les triangles 
mPn et m'Pn' seront semblables , par ce qui précède , comme ayant 
des angles égaux en ; et ^, h et Â' ; on aura donc 
Ang.mPfl=:Ang.m'P/j'. 
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TRIANGLE ET TÉTRAÈDRE. i2 

GÉOMÉTRIE. 

Analogies entre le triangle et le tétraèdre ; 
Par M. Ferriot , principal du collt^ge de Baume. 



KJH troirren dans ce mémoire ijuelquea^ropositloDS déjà connue^ , 
mab que j'ai eru Qéaomoîns devoir y comprendre, afin d'en former 
w tout pliu complet. 

s- ■• 

1. Avec trois droites données , Ulïes çae chacune soit moindre 
ifoe la somme des deux autres « on peut toujours former un triangle , 
et on n'en peut former qu'un seul. 

2. Apec six droites données et inégales , telles que chacune ^eîlet 
toit moindre que la somme de deux quelconques des autres . on peut 
toujours former 60 tétraèdres dijférens ^ dont 3o sont symétriques 
par rapport aux 3o autres , et on n'en saurait former un plus grand 
nombre. 

Soient en e/Fet a, h, r, </, 0,y, les six droites données , on poarrs 
ehoisir trois d'entre elles de 20 manières difTérenles pour former 1« 
base du tétraèdre ; et , le choix de ces trois étant fait , il y aura en- 
core six manières d'ajuster d'un côté de cette base les trois arêtes res- 
lantcsj ce qui fera en tout 120 tétraèdres ,' et on en obtiendra 12a 
autres symétriques \ ceux-là , en ajustant les mêmes trois arêtes res- 
tantes de l'autre câté de Id face prise pour I>ase; mais il est évident 
qu'en procédant ainsi , les tétraèdres ne différeront ,' quatre à quatre. 
que par la face sur laquelle Us se tifiuveront posés : donc, en efiety 
Tom> 21, iQ 
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le nombre des tétraèdres e^entiellement différens se ràluwa ï 60 seo* 
lement, dont 3o seront symétriques par rapport aux 3o autres. 

Bemarçue L La condition que l'unp quelconque des six droites 
données soit moindre que la somme de deux prises d'une manière 
quelconque parmi les cinq autres , équivaut & 60 inégalités lesquelles 
doivent toutes avoir lieu pour que les 60 tétraèdres soient possibles. 
Si donc quelques-unes de ces inégalités n'étaient pas salis^ites . 1« 
nombre des tétraèdres possibles s'en trouverait d'autant diminué- Il 
serait plus long que diiEcile de déterminer ii combien il se réduirait 
dans chaque cas. 

Remarque 11. Si plusieurs des droites données étaient égales entre 
elles ; quand bien même toutes les conditions dlnëgalité se trouve- 
raient satisfaites , il pourrait y avoir diverses séries de tétraèdres égaux 
. et superposables , en sorte que le nombre des tétraèdres diiférens ton* 
berait alors au-dessouit- de 60. Il 'serait encore facile ici de délenuiner , 
à combien lear nombre se réduirait dans chaque cas. £n particulier 
si les six droites données étaient toutes égales , auquel cas les 6a con- 
ditions d'inégalité se' trouveraient satisfaites d'elles-mêmes , tous les 
tétraèdres se •réduiraient à im seul qui serait le tétraèdre régulier. 

Remarque 111. Enfin , il pourrait arriver à la fois que les droites 
données ne satisfissent pas aux 60 eonditions d'inégalité et qu'en outre . 
plusieurs de ces droites fussent égales entre elles ; on aurait alors deux 
causes qui conspireraient à la fois ft réduire le nombre des tétraèdres 
{Kwibles et réellement t^ffërens. 



1. Les perpendiculmires Uevies sur les milieux des cètis ^un trian^^ 
gU se coupent toutes trois en un mime point qui est le centre Ak 
cercle circonscrit. 

2. Les plans perpendiculaires sur les milieux des arêtes d'un té-, 
traèdre , se coupent tous six en un mime point qui est le centra dé 
la sphère a'rconscrite- 

Oa autrement; 
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Les perpenâîcuiaires élevées auxjaces d'un tétraèdre par les centres 
des cercles circonscrits à ces faces , se coupent toutes <iuatre_ en un 
même point qui est le centre de la sphère circonscrite. 

Ces propositions deTÎennent éridentss si l'on considère que les arêtes 
'd'un tétraèdre sont des cordes de la sphère (jul lu! est circonscrite , 
que les cercles circonscrits à ses faces , sont des cercles de cette même 
sphère , et que les plans perpendiculaires sur les milieux des cordes 
d'une sphère ainsi que les droites menées par les centres de ses 
cercles perpendiculaireroeDjt à leur plan , passent nécessairement par 
le centre de cette sphère. 

§•3- 

1. ZjBs droites qui partagent les angles d'un triangle m deux 
parties égaies ^se coupent toutes trois en un même point qui est le 
pentre du cercle inscrit. 

2. Les plans qui divisent- las- angles dièdres d'un tétraèdre en 
deux parties égales , se coupent tous six en un même point qui est 
ie centre de la sphère inscrite. 

Ou autrement , 
. Les droites qui , partait des sommets des angles trièdres d'un 
tétraèdre t Jont des angles égaux apec les faces de ces angles trièdres, 
se coupent toutes quatre eit an même point qui est Je centre de la 
sphère inscrite. 

En elFet » i." les deox faces de l'un quelconque dés angles dièdres 
d'un tétraèdre sont des plans tangens à U sphère inscrite , et il. est 
évident que le plan qui divise en deux parties égales l'angle formé 
par ces deux-lÀ , doit passer par le centre de la sphère. 

2.** Soit un angle trièdre circonscrit à une sphère ; le cône drok 
inscrit \ cet angle trièdre sera comme lui circonscrit & la sphère \ or, 
il est facile de voir que l'axe de ce cane , lequel . ne sera autre 
chose qu'une droite qui » partant du sommet de l'angle trièdra ^ fera des 
angles égaux avec ses faces , passera par le centre d< la sphère (*). 

(*) Il «àte tDUJoars q^uitre carde» tangens à la fou sus Uoi< c6téi d'un néia» 
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S- 4. 

I. Les droites qui joignent les sommtts d'un triangle aux milieus 
des côtés opposés , se coupent toutes trois en un même point qui est 
le centre de gravité ou le centre des moyennes distances des trois 
■ sommets de ce triangle, 

Iriangls, coiuid^réi comme des droite* indéfinies; l'un de ces cercles est int^ieur 
au triangle et (ouche , à proprement parler , ses trois cAlës; les trois autres lui sont 
extérieurs , et chacun d'eux louche un cAtë et les prolongemens des deux autres au 
deli du premier. 

Si, pour chacune des droites qui par leur înlersectîon fon&ent un triangle , on 
regarde comme c6të positif celui des deux cAt^s de cette droite qui regarde l'int^ 
rieur du iriângla , et comme négatif le cAtë oppose , on pourra dire que , des quatre 
cercles qui touchent à la fois les trois c4l^s d'un triangle , un touche ces trois c6li$ 
positivement , tandis que chacun des trois autres touche seulement deux cfrtës positive- 
ment et le troisième nëgalivement. 

Huit sphères différentes peuvent , en général , toucher k la fois les quatre faces 
d'un même tétraèdre , considérées comme des places indéfinies ; et ces huit sphères , 
considërëesrelativementji leur situation par rapport au tétraèdre, peuvent être distribuées 
dans les trois classes que voici : i." une sphtrt intérieure qui est proprement la sphère 
inscrite; s.* quatre sphères sur les/aces dont chacune louche une face extërieurement 
et touche les prolon^mens des trois autres au delA de cette première ; 3." enBn 
trois fpbires sur Us arites , touchant les prolongemens des quatre faces au delà 
de l'une des arêtes ; ces dernières répondent toujours aux trois arêtes d'un mSma 
ta^K trièdre ou aux trois arêtes d'une même face. 

Si , pour chacun àet plans qiù par leur intersection forment un tétraèdre , on 
regarde , comme cAtë positif, celui des deux cAtës de ce plan qui regarde l'intérieur 
du tétraèdre , et comme négatif le cAtë opposé , on pourra dire que , des huit sphères 
qui touchent k la fois les quatre faces d'un tétraèdre, celle qui est inscnte touche 
ces quatre faces positivement ; que les sphères sur les faces touchent seulement Iroï* 
faces positivement et la quatrième négativement ; qu'enfin celles qui répondent «ux 
arêtes touchent deux faces positivement et les deux autres négativement. 

Si , en particulier , le tétraèdre est régulier , les sphères qui répondent aux arêtes 
ont Leur centre à ime dislance inSnie et leur rajon infini ; de plu^ chacune d'elles peut 
être iodifiëremment considérés Comme répondant à une arête on k son opposée ; en 
sorte qu'on peut dire également , ou que les faces d'un tel tétraèdre ne peuvent £tr>a 
touchées que par cinq sphères seulement f ça ^ellea peuvent être, touchées par onza 
.^hires dont six sont infiniet. ( Note des éditeurs. } 
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ET TÊTEAEDRE. kS; 

a. Les droites ^joignent chaque sommet d'un iètraldre au centra 

commua de gravité ou des moyennes distances de ses trois autres som*- 

mets y se coupent toutes quatre en un même point qui est le centre de 

gravité ou des moyennes distances des quatre sommets de ce tétraèdre. 

Oh peut se coaraincrc ticUement j comme H suit , de la Téritë 
de ces deux propositions : i.** si l'on joint les milieux des câtés du 
triangle donné par des droites , on formera un nouveau triangle in^. 
crit au premier et dans lequel les droites , jorgnant les sommets aux 
milieojc des c^tés opposés , seront encore les mêmes que dans le pre- 
tniér ; en opérant d'une manière semblable sur ce nouveau triangle 
et poursuivant ainsi à l'inlint , on formera une série de triangles con- 
iÎDuellement décroîssans, dont le dernier se réduira à un point uni- 
que qui, ccœtenant toujours les . trotS' droites dont il s'agit , sera ctmsé-' 
quemment leur commune section. 

a.** Pareillement, en considérant les centres des moyennes distance^ 
des aires des faces du tétraèdre donné comme les sommets d'un nou- 
veau tétraèdre inscrit à celui-U, i) est facile de voir que les ftrc^tes 
qui f dans ce dernier , joindront les sommets aux centres des moyen* 
nés distances des aires des foce^ opposées , seron.t les mêmes que dans 
le premier j opérant donc de la même manière' sur ce nouveau tétraèdre 
et poursuivant ainsi à l'infini, on formera une série de tétraèdru con- 
tinnellement dëcroissans , dont le dernier se réduira & un point uni- 
que qui^ contenant toujours les quatre 'droites dont il sagit ^ 'sera 
conséquemment leur compiune' section. . - , ' 

Corollaire. Xies triangles et. tétraèdres diont il vient d'être question 
^tant tous semblables et ayant leurs côtés et faces homologues pa- 
rallèles , on peut établir les propositions suivantes : 

i.'* Si par Jes sommets dun triangle donné onminedes'paTalr 
Ules'ous céiés opposés , ces parallèles Jormeroni un nouveau triangle 
tel que les sommets du premier se tromeront situés aux milieux de 
tes côtés. 

3." Si par les sommets dun tétraèdre donné on -mène des plans 
parallèles eux faces opposées , ces plans Jormeront wt noweO» 
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iitraldre 4el <pte les sommets du premier se tronfêront situés aux 
centres dés moyennes distances de ses faces. 

Remarque I. Les triangles inscrits lea uns aux autres doot il a 
i\& question ci-dessus étant tels que les côtés de chacun sont moitiés 
de leurs homologues dans celui qui le précède immédiatement; si 
l'on prend pour uQÎté le contour du plus grand , la somme des contours 
des autres sera 

I I I . I 

7+?+;:+::+ =■• 

Et, si l'on prend pour unité l'aire du pins grand, It somme des tirei 
des autres sera 

4^4'^4'T4*^ "8 

lUmarque II. Les tétraidres inscrits les' uns aux autres dont n a 
iété question cî-dessas , étant tels que les arêtes de chacun sont le tiers 
de leurs homologues dans celui qui le précède immédiatement; si 
l'on prend pour unité la surface du plus grand , la somme des sur- 
ftces des autre» sera - 

Et, » l'on prend pour unité le volume du plus grand ,^ la somiwt 
^ Toluipes -des autres sera 

•7 87» «7*. »?♦ a6 ^ 

§.5. 

■ . i^ £'ba ^ndamqm iet cAtis fun triangle est égal à la somme 
ies produits des deux autres par les cosinus de leurs incUmUsons 
air celui-là» ' 

2. Vune tjueUojtque des fûtes ^un tétraèdre est égale à la somma 
des produits des troi* •'outrts par les casittus de leurs incHnaisons 
nr celle-ià* 
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ET TÉTRAÈDRE. 139 

Soient e, e* , c" , les trois côtés d'un triangle; le <A\& c" y par 
exemple , n'est autre chose que la somme àes projections des côtés 
CfC' y sur sa direction ( le mot somme ëtant'pris id comme en algèbre ); 
tbsi on- doit avoir 

Soient t ^t' t i" , t'" t les quatre faces d'un tétraèdre ; la face /w, 
par exemple , n'est autre chose que la somme des projections des 
faces t,l', t" y sur son plan ( te mot vômme étant toujours pris 
dans le mime sens ); ainsi on doit aroir ' 

<'''=/Coi.(«/'>+-//Cot(/''/'''>+-/''Cos.{/VO^ ■ 
S. 6. 

I. Le quarri àe Tun des eétis iun triangle égale la somme des 
carrés des deus autres jnoins le dotale du prçduit de ces mimes 
céiis, et du cosinus de leur inclinaison . F un à Poutre, 

3* Le quarri de Faire de F une des .faces ttun tétraèdre égale la 
somme des quarris des trois autres moins les doubles des produits 
de ces n^mes faces multipliées deux à deus et par les cosinus dé 
Ifurs inclinaisons les unes aus autres. 

En efict ]." on a, par ce qui précède ,, 

c =*'Cofc(tf*'>K"OM.(tf«")» 

& s=«"Co«<£'*'->f* CM.{ot^) , 

c"^e Cos.(c«'0+«'Co8(«'<*) î ■ 

mu^pliant respeetÎTeineDt ces équatimi par lettr premier mem^e^ ' 

et retranchant ensuite la dernière de la somme des deux ^nûàras^ 

il viendrai en rëdultant et transposant » 

A.* On a aussi , par ce qui pfécjjde , 

t Œ/' Co8.(r ^ H-/" Co#.(/ t'f )-h^'Cos.(//*0 . 
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t"i=t Cos.(i /"0+^Cos.(/////0+'"Cos.C/'//'") , 

multipliant respectivement ces <!c[aatIons p&r leur premier membre ^ 
et retranchant ensuite la dernière de la somme des trois premières', 
il viendra , en réduisant et transposant , 

(wi— fi^^j_|.fwi — aifCoa-CfO— aS"Co«.(H")— aï'i''Coi.(««î, 

'Coronaire. 11 suit de 11 i.° que, ^ns an triangle rectangle , /« 
^rré de thypothiioise est égal à la somme des ^uarrés des deuf 
autres côtés ; 2." que , dans un tétraèdre rectangle , le quarté dé 
taire de la face hypothinusale est égal à la somme des quarri* 
des aires des trois autres facei. 

'■'■ §. 7. ■ 

1. Dans tout triangle, la tomme des trois angles est constant* 
tt égale à deux angles droits. 

3. Dans un tétr^re dont les arêtes o^osèes sont perpendiculaires, 
la somme des six angles dièdres augmentée de la sommet' douze 
inclinaisons des six arêtes sur les quatre Jaces est constante et égal* 
à douze angles droits. 

Soient A , B deux arêtes opposées du tétraèdre ; par A soif fait 
passer un plan pe^;>endieulair« jl fi ; ce plan déterminera un trian- 
f;le dont un des angles mesumra l*incUoaisoa des deux bces qui 
passent par B , tandis que les deux autres mesureront le» inclinai- 
«ons de l'arête A sur ces deux faces; opérant de même successive- 
ment sur chaque arête , on en conclura qae la somme des angles dièdres 
et des inclinaisons des arêtes sur les faces est la même que la somme 
des angles de six triangles ; c'est-à-dire , que cette somme est cous-' 
tante et égale à dou«e angles dn»t«. 

^^ 

I. Les perpendiculaires abaissées des sommets d'tm triangle sur 
Us directions des côtés opposés se^coi^tent toutes trois en un mime point. 
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2." Si deux arêtes contigué's d'un tétraèdre sont respectivement 
perpendiculaires à leurs opposées , les deux arêtes restantes seront 
aussi perpendiculaires Fune à Vautre , et alors les perpendiculaires 
abaissées des sommets du tétraèdre sur les plans des faces opposées 
se couperont toutes quatre en un même point lequel est aussi le 
point dinter.section des six plans conduits par chaque arête , perpen- 
diculairement à son opposée. 

Ce même point est encore celui où se coupent les quatre perpen^ 
diculaires éleçées aux faces du tétraèdre par les points de ces faces 
où se coupent ifs trois perpendiculaires abaissées de leurs sommets 
sur les directions des càtés opposés. 

Soient a y b , c, les trois arêtes de la base d'un tétraèdre; a' ^y ^ 
cf , celles qui leur sont respectÎTement opposées et quï conséquemment 
concourent au sommet ; supposons que a' et f soient respectivement 
perpendiculaires \ a et b; par a' et b' soient fait passer deux plans 
A et B respectivement perpendiculaires h\a et b t et ayant pour in- ■ 
tersections avec la base du tétraèdre deux droites m et |8 se coupant 
en o : ces deux plans se coupant eux-mêmes suivant une droite p pat- 
sant 'par o et par le sommet du tétraèdre ; enfin , par c' cl p soit 
conduit un plan C > dont l'intersection avec la base sera une droite 
y, passant par o ; a étant perpendiculaire à A doit l'être aussi à <•, 
et b doit pareillement être perpendiculaire à jS ; « et ^ ne sont donc 
autre chose que les perpendiculaires abaissées sur les directions de a 
et b des sommets qui leur sont opposés ; donc r Qui passe par , 
intersection de « et /S^est aussi une perpendiculaire abaissée sur la 
direction de c du sommet de l'angle opposé : de plus A et B étant- 
respeclivement perpendiculaires k a et b y sont perpendiculaires à la 
base du tétraèdre, et conséquemment leur intersection />est aussi perpen-- 
diculaire à cette base , et par suite à £ ; le plan C qui passe 
par />et par y perpendiculaires k c, est donc lui-même perpendiculaire 
à cette droite; la droite £^ qui est dans ce plan est donc aussi perpendicu- 
laire k c, ce qui démontre la première partie de la proposition, I^ 
même raisonnement prouve aussi que , dans un tétraèdre dont les 
Tarn, II, 20 
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arêtes 3ont à angles droits , la perpendiculaire abaissa sur le plan d'une 
face f du sommet de l'angle opposé , se termine au point de cette face 
otk se croisent les perpendiculaires abaissées sur les direction! de ses 
côtés des sommets des angles opposés. 

Le tétraèdre ayant ainsi ses arôtes opposées perpendiculaires l'une 
& l'autre ; concevons que , par les trois arêtes de sa base , on conduise 
des plans pcrpen die ula Iras aux arêtes qui leur sont respectivement 
opposées ; ces trois plans se couperont en un certain point suivant 
trois droites passant par ce point, et qui , par ce qui vient d'être dé- 
montré, ne seront autre chpse que les perpendiculaires abaissas res- 
pectivement des trois sommets de la base sur les plans des faces 
opposées. De plus , il arrivera aussi , par ce qui précède , que le 
point de chacune de ces faces où se terminera la perpendiculaire 
tombant sur son plan^ sera celui où se croisent les perpendiculaires 
abaissées des sommets de cette face sur les directions des cdtéa 
opposés. - 

Ainsi > dans un tétraèdre dont les arêtes opposées sont ^ angle droit ,' 
chacune des perpendiculaires abaissées d'un sommet sur le plan de 
la face opposée , se, termine au point de cette face où se croisent les 
perpendiculaires abaissées de ses trois sommets sur les directions des 
côtés opposés ; et trois de ces perpendiculaires se coupent , et se coupent ■ 
en. un même point ; d'où il résulte qu'elles se coupent toutes quatre 
en ce point; et, comme chacune d'elles est la commune section de 
tfois des plans conduits par des arêtes perpendiculairement à leurs op- 
posées , il faut en conclure que les six plans conduits de cette ma- 
nière passent aussi par ce point. 

Remarque. Il est facile de s'assurer que ces propositions ont leur 
réciproque, et qu'ainsi, si un tétraèdre a seulement deux, arêtes op- 
posées perpendiculaires , tes perpendiculaires abaissées de ses quatre 
sommets sur les plans des faces opposées se couperont deux à deux. 
et seront comprises dans deux plans , tandis qu'il n'y aura aucun 
point commun à plusieurs de ces perpendiculaires, si aucune des 
arêtes du tétraèdre n'est perpendiculaire i son opposée. 
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§-9- 

I, Dans tout triangle ^ les perpendiculaires élevées sur les milieux 
des calés se coupent toutes trois au même point, 

3. Dans tout tétraèdre dont les arêtes opposées sont à angle 
droit , les perpendiculaires élevées aux plans des faces, par leurs 
centres de gravité se coupent toutes quatre en un même point. 

£n eHetf les ceotrcs de gravité des faces du tétraèdre dont il s'agît^ 
peuvent ( §■ 4* ) ^^^ considérés comme les sommets d'un tétraèdre 
semblable i celui-li , et ayant ses faces parallèles à leurs homologues 
dans ]e premier : ce nouveau tétraèdre a donc , comme le tétraèdre 
proposé , ses arêtes opposées ^ angle droit; et par conséquent (§. 8.) 
les perpendiculaires abaissées de ses sommets sur les plans des face< 
opposées , lesquelles ne sont autre chose que les perpendiculaires éle- 
vées aux plans des faces du premier par les centres de gravité de 
ces faces , doivent toutes quatre se couper au même point. - 

§. lO. 

1. Dans tout triangle ^T intersection des perpendiculaires sur les 
milieux des côtés, le centre commun de gravité des sommets et tinter^ 
tection des perpendiculaires abaissées de ces sommets sur les di- 
rections des côtés opposés , sont trois points situés sur une même ■ 
ligne droite , de manière que le second est intermédiaire aux deux 

■autres. De plus , la distance entre les deux derniers est double de 
la distance entre les deux premiers. 

2. Bans tout tétraèdre dont les arêtes opposées sont à angle droit , 
T intersection des perpendiculaires élevées aux plans des faces par 
leurs centres de gravité .^ le centre commun de gravité des sommets du 
tétraèdre et V intersection des perpendiculaires abaissées de ces som- 

_ mets sur les plans des faces opposées sont trois points situés sur 
une même ligne droite , de manière que le second est intermédiaire 
aux deux autres. De plus , la distance entre les deux derniers est 
triple de la dislance entré les deux premiers. 
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Soit T un triangle , g son centre de gravité et p le point de son 
plan où se croisent les perpendicutaircs abaissées de ses sommets sur 
les directions des côtés opposés. Soît T'' un autre triangle ayant ses 
sommets aux milieux des côtés du premier; soit^son^cenlre de gravité 
et p' le point où se croisent les perpendiculaires abaissées de ses 
sommets sur les directions des cotés opposés. Les deux triangles T 
et T^ étant semblables ( §• 5. ) , ayant leurs côtés homologues parallèles 
et dans le rapport de 2 à i , il en résulte que les distances gp et 
g'p' qui sont des lignes homologues de ces deux triangles seront pa- 
rallèles ou dirigées suivant une même droite et qu'on aura gp^^^'p'; 
mais g' étant le même que g (§.4' )» '' s'ensuit que p > g ^ p' sont 
trois points en ligne droite , parmi lesquels g est intermédiaire à p 
et pf y puisque T' est situé en sens inverse de T : or, si l'on désigne 
par (f le point où se croisent les perpendiculaires élevées sur les mi- 
lieux des côtés de T , ce point q ne sera autre chose que le point 
^; donc les points p, gt 9, sont en ligne droite, de telle manière 
que g est intermédiaire k p et ç et qu'on a gp'^^^' 

La même démonstration a lieu pour le tétraèdre , en recourant à 
un second tétraèdre ayant s&i sommets aux centres de gravité des faces 
du premier. 



GEOMETRIE ANALITIQUE, 

Recherche de la position des axes principaux dans 
les surfaces du second ordre j 

Par M. Bret , professeur de matliëmatiques transcendantes 
au lycée de Grenoble. 



Xjes formules qui servent & passer d'un système de coordonnées 
rectangulaires ^ , j , z , & un système de coordoDoées obliques s' , 
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DES SURFACES DU SECOND ORDRE. i45 
y^ , y , ayant même origine que les premières sont , comme Ton sait 

jr=ar/Cos.»4yCos.-'+z''CosV , 

^=j:/Cos.jS-+:y^Cos.(9/H-z''Co3,j9/'' , 

Nous allons donner & ces formules une forme plus commode pour 
l'objet que nous avons en vue. Soient les équations des axes des x', 
y', z', ainsi qu'il suit 

ia^—az, ( x-=a'z, ( x^a"zt 

axe des y* \ axe des z' X 

y~hz ; ( yzzb'z ; ( y=ih"z ; 

et soient posées les équations 

nons aurons 

Cos.«=ûA , Coi.»'=a'h' , Oi%.*"-=a"V ^ . ■ 

Cos.y= A i Cos.j/= h' i Cos,j/^= A" j 
et par conséquent 

Si l'on substitue ces valeurs dans l'équatîon générale du second degré 
entre les trois variables x,y, x, 

on obtiendra une nouvelle équadon du mime degré que l'on pourra 
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simplifier en disposant des quantités arbitraires a, a^, a" ^ ^> ^> ^' t 
qui déterminent la position des nouveaux ax<es. Faisant donc dispa- 
raître tous ]es rectangles des coordonnées , nous aurons les équations 

(a) (^o"-J^B"*"+B0a+cB"a"-f.^'6"4-fl)A+(B'fl*+Bi"-M'0=o , 

Cela posé , en ^liftiinant a et i entre l'éqaatîon (2) et les équations 
x=^azt y=^^ de l'axe des a/ , on tombera sur l'équalion d'un plan 
tet que , l'axe des x* y étant situé d'une manière quelconque , l'équa- 
tion delà surface sera délivrée du terme en ;r'r'. Pareillement, si entre 
l'équation (3) et les équations x^a'z, y=^b'z de l'axe des y* on 
élimine a' et b' , on obtiendra l'équation d'un plan tel que , l'axe des 
y y étant situé d'une manière quelconque , l'équation de la surface 
sera délivrée du terme en y^z'. Hais, par la forme des équations (2)' 
et (3) les équations des deux plans doivent £tre . les mêmes ; donc , 
en écrivant seulement les équations (3) et (3) > on obtient pour un 
axe quelconque des z' , un plan unique des x'y' tel que la nouvelle 
équation dé la surface dii iccond ordre sera privée des rectangles 
s'x'f yW; et, comme il est toujours facile, l'axe des z' étant cons- 
tant , ainsi que le pTan des ^^, de donner aux axes des x' et des y* 
une direction telle que le troisième rectangle x^y^ disparaisse aussi i 
îl s'ensuit que l'on peut , d'une Infinité de manières, donner à l'équaition 
générale des surfaces du second ordre, la forme plus simple 

Px''+py-i-p"z'^+qx'-i-qy-\-Qf'z'-\-D=^o. 

L'équation du plan des x^y' sera 

Çia'^+B"l>"+BO^B''a"+J^b'f-hB)y+{B'a'^+Bè"+J'0'=:::o, 

Parmi tous les systèmes d'axes pour lesquels l'équation prend cette ' 
forme , il n'en est généralement qu'un seul qui soit rectangulaire. 
£n effet , assujétissons l'axe arbitraire des z' , dont les équations 
sont x^-af'z, y=b"z, à être perpendiculaire au plan des s'y' dont 
nous venons de trouver l'équation 
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DES SUREACE^S DU SECOND ORDRE. i47 
nous obtiendrons les équations de condition 



(4) - 

\ B"a^'+A'b"+B ={B'a"+Bb"+À'^i/' j 

substituaDt dans la première là râleur de a'' donnée par la dernière , 
on parvient à l'équation du 3." degré 

!{( A— A' )BB'+(B«— B")B"Î6<" 
4.[M' —A) iA' —A")B'~iA+A' — 2-<")BB«+CaB"»— B^B'» )B' }i"« 
4{iA"—A)iA"—A')B>'^iA+A"—iA')BB'+izB''T^^Bf")B"}l>" 
44(A — ^'OBff'+CB»— B^jB-Js». 

Or, on démontre, dans les élémens d'algèbre, que cette équation 
à toujours au moins une racine réelle , et que mSme , lorsque le 
coefficient de son premier terme s'évanouit , cette racine est alors infinie ^ 
ce qui n'implique point ici contradiction ; car i^^ exprime une tangente 
trigonométrique. Par conséquent il existe , pour toutes les surfaces du 
«econd ordre , un axe des x'f perpendiculaire à un plan des x'y*-, de 
manière que l'équation générale de ces surfaces ne renferme plus les 
rectangles x'z',_j^z'j et, comme on peut toujours chasser le rectangle , 
a'y^ qui reste encore dans l'équation, on en conclut que, non-seule- 
ment on trouve an axe àes z', perpendiculaire au plan à.tsx'y^ , qui 
prive la nouvelle équation des rectangles x'z' » y'z* , maïs encore qu'il 
existe un axe des x' y perpendiculaire au plan des y'z' ^ et un axe 
des y' , perpendiculaire au plan des s^z' , jouissant des mêmes pro- 
priétés ; donc si , au moyen de l'équation (3) et des équations de' 
l'axe des z' , on détermine le plan des n'y' , on trouvera que son 
équation est 

iAaf->t-B"h''¥B''P'\^B"af-^A'h'-^^^f\iB'a'-\-Bh'-\-Af^=:^o* 

Ëcrivant que l'axe des ^ , dont les équations sont ic^a'x, y—V^ »_ 
est perpenâiculai(e à ce plauj on parviendra, ftus: loS^es équatioti^ 



, Google 



i48 AXES PRINCIPAUX 

(4) ; donc Tëquation (5) dëlermînc h' en même temps <jue h" ; on 
prouvera de même que sa troisième racine doit être b. 

On conclut de tout ce qui 'précède, 

i," Qu'il n'exisie, giiiiëralement parlant, pour une origine donnëe, 
qu'un systi^me d'axes rectangulaires tel cpie les surfaces du second 
ordre , rapportées à ce système , soient privées , dans leur équation , des 
rectangles xy ^ xz , yz. 

2.** Que les équations des Jiouveaux axes étant 



( x'=-h"z ; 



( y^bz ; ( yzz.h'z ; 

l'équation (5) a ses trois racines réelles qui sont h, l^yb"; las 
des équations (<{) donnant les valeurs correspondantes de ^I, a', a^^. 
3.* Que l'équation 

a ses trois racines réelles et donne les valeurs de P, P' ^ P" dans 
' l'équation transformée 

car le procédé que nous avons suivi , dans la recherche de l'équation 
en /, n'oblige point de faire d'abord disparaître les premières puis- 
sances de ^ , ^ , z.' 

Nous observerons en passant que , pour les surfaces du second ordre 
qui n'ont pas de centre , l'équation en / a nécessairement une ou deux, 
racines qui s'évanouissent. 

L'équation (5) pouvant avoir une racine Infinie et pouvant aussi 
être Identique, Il est nécessaire d'examiner ces dl/Férens ras. 

D'abord , le premier terme seulement de l'équation (5) s'éranouîs- 
sant, on a 

(*) yoy^ notre pi^cédcnt taimotre i page 33 d« .ce vottmte. 
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DES SURFACES. DU SECOND ORDRK i^g 
Dans ce cas , une des racines b" est infinie , a" ^t aussi infini } 
ainsi les équations s^m^'z, y^-b^z^ l'axe des z' deviennent x=o; 
cet axe est donc sitn^ sur le plan des sy. Pour le détenniner , on 
cberchera le rapport— : or la dernière des équations (4) » àxR& b 
supposition de a" et ^' infinis se transforme en celle-ci 

{B'a"-\-By')^o , d'où -,-—% ; 
ainsi , les équations de l'axe cherché sont 

z^o y Bx+B'x=io ; 

i l'égard des deux autres axes, on les obtient en résolvant une équa- 
tion du second degré. 

Supposons, en second Heu , que les deui premiers termes de l'équa- 
tion (5) s'éranouissent ; alors les deux autres termes disparaissent d'èux- 
méities ; ainsi les deux équations 

/ U^A' )BBf -H.B'—B'* )B"= , 
(6) ! 

( {A—A'^BB"'^B^~B'")Bf =o , 

expriment que l'équation (5) est identique. Il existe donc, dans ce 
cas, pour une même origine donnée, une infinité de systèmes d'axes 
Kctaogulaires pour lesquels l'équation générale des surfaces du second 
degré Be renfurne aucun des rectangles des coordonnées. Pour étudier 
ces dIfFérens systèmes , nous remontmma aux équations (4) > mises sous 
cette forme 

B'a"^B a"h'f-^iÂ"~Â')aii—B"h"—B'-=.o , 

B V'*'irBfo"l"~\-{Â"—A')b"-^B"a"—B =o ; 

retranchant du produit de la première des équations (6) par B" le 

produit de la seconde par B'^ea divisant le résultat fax B t U Tiendra 

^ (A'*—Af)B'B"'\-{B"*-~B'*)B=iQ , 
éliminant A^-^A et A*'~A' des deux équation» ci-dessus , au moyen 
de cette demièré et de la dernière ^des équations (6) , il viendra 
{Ba''-'B"){BŒ''af'^BB"b"-\-SB')^o , 
lB'b"—B'%B'B"a"-\-BB'fh"-^BB^=o . 
Tom, 2J. 31 ' 
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ï5o AXES PRINCIPAUX 

Ces deux ^uatioaa sont satisfaites «n posant 

Bai'—B'f-s.o , 

</t qui d^lermiae un axe dont les é^uatioDS sont 

Bx—B"£=Q , 

B^y^B"£=io i 
ensuite on a l'équation commune aux deux autres axes 

B'B"a"-{~BB"h"-^BB'=o ; 
éliminant a'^ , è^^^ entre cette équation et les équations x^^t^'z , y^-h"z 
de l'axe dt:s z' ^ on obtient le résultat 

BfB"x-\-B"Èy^BB'z^Ci ; 
équation d'un plan perpendiculaire k l'axe déjà déterminé, et qui con- 
sent les deux autres axes rectangolaires. La rencontre de ce plan avec 
la surface du second ordre donne une courbe du second degré qui 
aura par conséquent une Infinité de systèmes d'axes rectangulaires , 
puisque son équation sera dépourvue du rectangle des coordonnées ; 
Cr>on sait que le cercle est la seule courbe du second degré qui 
jouisse de cette pn^îëlé ; donc la section faite par ce plan est un 
cercle. Si l'on' tran^rte l'origme des ooordonnées au centre de ce 
cercle, l'équatiou de la surface rapportée au nouveau sptème prendra 
la forme 

ëquation qui appartient à une surface ds révolution. 
On conclut de là <[ae l'^uatîon 

lorsque les équations (6) sont satis&it« , feprésente toujours une sur- 
face de révolution du Hetmd ordres et que, ù Ton veut chakser de 
cette équation les rectangle* sy^yz^ zx ^ eu passaat à un nouveau 
systàme rectangulake , on obtieadra une infinité de ce« systèmes , l'un 
des nouveaux étant Axe. 

Il nous reste enctve à discuter ce qui arrive d«iu les aur&ces 
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DES SURFACES DU SECOND ORDRE. i5t 
du second ordre, Ior8<]ue un , deux on trois rectangle» des coordonnée^ 
manquent dans leur équation. 

D'abord , pour qu'il y ait une infinité de systèmes de coordonnée» 
rectangles , il faut toujours que les ëquatloni (6) aient lieu. Soit 
donc B'^o, nous aurons B^o ; et conune alors le plan dont l'ét^ua- 
tion est 

B'Bf'x-^B"Sy-\-BB'z=.o , 
n'existe pins, puisque son équation se réduit \ = 0, nons repren- 
dnms l'équation des surfaces qui aura la forme 

Ax^^AY-\'Affz^'\-2B"xy+Cx-\-C'y-hC"z+D=o. 
Faisant disparaître le rectangle xy > en passant à un noureau syst&m* 
rectangulaire dans le plan des xy, nous obtiendrons l'équation 

Px^+PY-k-A''z^-H^-H'y'\<^"2'^D=o y 

dans laquelle P et P' seront les racines de l'équation 
e-^iA^A^h\iAA'-B"-)=^o. (*). 
Maintenant il s'agit de produire tous les systèmes rectangulaires 
de manière que l'équation des surfaces conserve toujours cette formt , 

Substituant i s\y , x, les formules 

x=a}txf-\-a^hfyf-Jt-a"h"z' , 

•t faisant disparaître tous les rectangles' qui s'introduisent , on trouTera 
des équatUHift- ipû. serrent à déCerminir le plan de deux axes.. 

Pa"a-^^l^'y^A"z=o ; 
écrivant qne la droite dont les équations sont x=a^'Zyy=zl'Ot, csC 
perpendiculaire à ce plan, on aura les équations 

(*) Vey, le jaénwi» déjà ciU. 
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tU ÉQUATIONS 

j." SuppoSOM qne Py P', ^"soient difFérens j U s'ensaÎTW qa» 

Consëquemment on retombera sur le système d'axes rectangulaires d'o^ 
l'on était parti. 

2." Supposons P=-P' , et A" de grandeur di^'ërente > on aura, 
encore 

ce qui redonne Taxe primitif x ; mais les axes des s et des y pou- 
vant être pris rectangulaires d'une înBnitë de manières difierentes , K 
surface sera alors de révolution autour de l'axe des z. 

Si l'on supposait P^^A" , et P' de grandeur différente, on dé- 
montrerait également qu'il existe une infinité de systèmes rectangu- 
laires et que la surface du second ordre est de révolution autour de 
l'axe qui est fixe. Comme P est racine de l'ëquation 

t'—{A'^A')tM4A'~B'"-)^o , 
l'hypothèse de P=.A" donnera 

A>'^-iA-\-Af)A"-\^AA''~B"^=Q , 
ou {A"—Â)(A"—Afy~B"^^o, 

3." Soit enfin PtuP'^A" ; alors l'équation de la surface devient 
celle d'une sphère , et elle a éridnnment une infinité de systèmes 
d'axes rectangulaires principaux. 

ANALISE. 

Méthode nouvelle et fort simple pour la résolution de 
léqualion générale du quatrième degré ; 

par M. PiLATTE, professeur de mathématiques spéciales 
an lycée d'Angers. 

doiT l'équation du quatrième degré , sans sec<md terme « 



l'équation du quatrième degré , sans sec<md tem 
• **-+-/';r*-+-yj^+-r= o. ■ (A) • 



y Google 



DU QUATRIEME DEGRÉ. i53 

Soit fait jr=j^/ ; il viendra , en subetituaat et ordonnant par 
rapport i y , 

. (B) • 



r'+4'r'+6'' 


r+it' 


H-" 


&v 


+=/"■ 


■h"' 




+ i 


+9' 



(C) 



Soit fait 

Tëquation {B) deviendra 

Hais rëqnatîoD ( ^)* ddlivrëe du Ëietear y^ danne 

CE) 



(D) 






En substituant cette valeur et son quanë dans l'^atioa (D)« on- 
obtient la réduite ■ 

Soient i> , /^/, /'//, — /' , — /'/ , —////, les six racines de cette i^qua-, 
tim , on aura, par la tliéorie connue , 

X =:— //»-—/'/» — Z'-v» ; i.— //»;//»iW» ou ^■=.-i'^itiH'f'.. 
a 64 4 — 

Le signe supërîeur répondant \ la valeur ^t' et llnféneur & la 
râleur — /'. 

Substituant dans la valeur ( £ ) de ^ en y mettant pour / l'une 
des trtws valeurs /', t", t'" , la première par exemple, on trouvera, 

^ cause du douUe signe de. la valeur de •- , 

4 
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f54 QUESTIONS 

mais on a , dans le premier cas , x—y+tf et dans le seenfad «sy — I' ; 

il viendra donc 

x=-|-/'-W''— /'" i 

x=—t'—l'i—t«i . 



QUESTIONS RESOLUES. 

Solution du premier des deux problèmes proposés 4 
la page 64 de ce volume ; 

Far M. Aochat^ profeteeur'de mathématiques et de 
navi^tiou à St-Brieux, 



xROBLÈME. Trois Jigures planes iiant domUes de grandeur sm- 
Imtem, jvr trois pians ^ non parallèles deux à deux ^ donnés de 
position ; déterminer un quatrième plan sur lequel ces Jigures étant 
projetées orthogonalernatt , les aires 4c leurs projecticns soient pro^ 
portionnelles à des nombres donnés f 

Solutiom* BspvAwatoiu par A,, B, C y les &ir«& des trois figures 
données ; par a , b , c ^ les nomliTts pnpOEtioanal* aax pre)cetion9 
orthogonales de ^es figures ; par », iS , y , les angles dièdres que . 
fonneat, d«ax i deux, les plans de ces fîguMs; enfin par jr,y, z, 
l»s angles ijue forment ces plans avec le plan cherche. 

Les plans des trois figures données et le plan cherché forment une 
pyramide triangulaire dont les angles dièdres sont ,«, ^in^i/*-^» 
or, d'après ua théorème connu, on a 
oaai— [Co».'w I Coi.*)^4-Cci».'a-t-C<*-**+C<"'y"K^-'*> 



y Google 



EÉSOtUES. i55 

Mais, d'aplis un autre théorème connu, les projections orthogonale» 
^es figures ^ , B , C , sur le plan cherche sont représentées par 
y^.Cos-r, B.Co5.y y C,Cos.z; et puisque ces projections doivent être 
porporttonnelles aux nombres a» by £» on aura 

cAX:os.s=^aC.Co%x , eB.Co%.yz^b.C.Coijs. 

Or, si, dans l'équatîoa cî-dessns, on substitue pourCos^et Cos.r, 
les -valeurs que donnent ces deux dernières, l'équation résultante 
n'étant que du second degré en' Cos«c, l'angle £ pourra, être déter- 
miné } et par suite les angles :c et y. 

Le problème est donc ramené à celuî-ci : deux plans qui se cou- 
pent étant donnés de position , mener un trobième plan qui fasse avec 
ces deux-là des angles respectivement égaux à deux angles donnés. 

Or f on a des méthodes graphiques et des méthodes de calcul pour 
résoudre ce dernier problème ; on voit , en eiFet , qu'il est question 
de résoudre un triangle sphérique dans lequel les trois angles sont 



Autre solution du même prchlème ; 

Far M. Lhuilisr, professeur de mathématiques à racadénûe 
impériale de Genève. 



v^i'^'^/vxi'^'^'v^^^ 



ÂjEMME, Soient trois points ( non en ligne droite ) donntïs de po- 
sttioo dans l'espace , et soit mi quatrième point ( hors de leur, plan ) 
domié de position ; on demande de mener , par ce quatrième point , 
un plan sur lequel abaissant des perpendiculaires des trois premiers « 
les rapports de ces perpendiculaires soient égaux à des rapports donnés ? 
Ce lemme donne Heu à dlfliérens cas_, suivant que les trois pre- 
miers pMnts donnés sont supposés devoir être situés d'un même côté 
du plan cherché ou de différeos côtés de ce plaiK Four fixer les idées, 
jo supposerai d'abord que les trois premiers points doivent être situés 
d'un même côté du plan cherché. 
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i56 QUESTIONS 

Four abréger , que les trois premiers polats soient ièstgaés par 
Ai A' ■, A" , et qye le quatrième point donne soit désigné par B. 

Que les rapports dooDés soient des rapports d'inégalité , et que la 
perpeDdiculaîre abaissée du point A" doive être plus grande que cha- 
cune des autres. 

Soient prolongées les droites A" A» A" A' en D, IV, de manière 
que les rapports de A"D à AD et ' de A"!)' à A'V soient respecti- 
Tement égaux aux rapport* donnés. Le plan mené par les points B, 
J) t ly t sera le plan cherché. 

Remartjue 2, Pour que le problème ( s'il est possible ) soit déter- 
miné , les points A y A' y A" , ne doivent pas être situés sur uire même 
droite , et le point B , sII est situé sur quelqu'une des droites A" A , 
A"A' ^ ne doit pas coïncider avec l'un des points D^ D', 

Remarque IL Lorsque l'un des rapports ^donnés , tel que celui des 
perpendiculaires abaissées des points A'^ et A^ est un rapport d'égalité ^ 
le plan cherché est parallèle à la droite A^'A'\ et partant il passe par 
la droite menée par B parallèlement à A" A'. 

SI les rapports donnés sont chacun des rapports d'égalité , le plan 
cherché est parallèle au plan AA'A^', 

Rentar^ue IIL Que les points donnés doivent être situés de dlff^ 
rens côtés du plan cherché; que, par exemple, le point A" doive 
£tre situé d'un côté de ce plan, et les points A, A' du côté opposé; 

Alors }es points 2) , iV au Heu d'être sur les prolongemens des droites 
A"A, A"A' % devront être sur ces droites elles-mêmes. 

Remarque IV. Cette conception géométrique de la solution du lemme 
proposé me parait plus lumineuse que le développement algébrique 
( appelé analitique ). 

. Que le point donné B sdiX pris pour l'origine des coordonnées 
rectangulaires j 

{A\ Ca,i,.e, 

\ soient reapccliveiBent lof,b',e',, 

j a" b" e" -, 

*Cfls. 



que les coordoon^ej de* points 
que réquatlon du plan cherché soit 
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RESOLUES. jSj 

jrCo3,«+j'Cos./3-l--2Cos.j'=:o. 
Les perpendicalaires abaissées des points donnes sur ce plan seront 
.pour A , a G)S.«+^ Co5.j8-4~^ Cos.j- \ 

pour A' t a' Cja%.m.-\-y Cos.^+£' Cos.y ; 

pour A" , (z'/Cos.«-t-i''Cos.M"^'Cos^ . 

Que les rapports de ces perpendïcutatres-soient respectivement ceux 
des quantités données m y m' , m"; on obtiendra', entre les cosinus 
des angles «, fi, y , deux équations desquelles on déduira les rapports 
de ces cosinus ; puis on déterminera chacun d'eux au moyen de l'équa- 
tion de condition 

Cos.'H-Cos.*;a+Cos.V= I. 
PROBLÈME. Soient trois plans { non parallèles deux à deux) 
donnés de position. Sur ces plans , soient trois figures données de 
grandeui: On demande la direction du plan sur lequel, ces trois 
figures étant projetées orthographi<juement , les rapports de leurs pro- 
jections soient donnés ? 

Solution. Du ptûnt de section des plans donnés soient élerées i ces 
plans dds perpendiculaires respectivement proportionnelles ^ux figures 
données de grandeur qui y sont tracées. Far ce même point soit miené 
( lemme ) le plan dont les distances aux extrémités de ces perpen- 
diculaires soient respectivement dans le rapport des projections des 
figures données. Ce plan ( ainsi que tout plan qui lui sera parallèle ) 
pourra être pris pour le plan demandé. 



Soli^ion du dernier des deux problèmes proposés à la 
page 6^ de ce volume ; 

Par M. PiLATTE, professeur de mathématiques spéciale 
au lycée d'Angers. 

JYloNTUCLA, qui a considéré an cas pîwliculier de ce problème, 

dans l'édition qu'il adonnée des récréations mathématiques d'Ozenam , 

Taxa, II. ia 



y Google 



i58 QtTESTIONS 

le regarde si non comme impossible , du nu>ias comme tr&s-difficite à 
résoudre , par des considérations purement géométriques. Il paraH 
qu'en le proposant, dans les j4nnales , on n'a eu en vue (pie les poly- 
gones plans ; je vais le généraliser un peu , en étendant son énoncd 
à un polygone gauche. 

PROBLÈME, Soient divisés , dans le mime sens , tous les cÔtés 
Sun polygone donné P , plan ou gauche , de m côtés , en deux parties 
fjm soient entre elles dans le rapport de deux nombres donnés p et q. 
Si ton joint les points de division consécutifs par des droites , ces 
droites formeront un nouveau polygone P' , plan ou gauche , aussi 
de m côtés. Opérant sur celui-ci comme sur le premier , on obtiendra 
un troisième polygone P" duquel on pourra déduire , par un semblable 
procédé , un quatrième polygone V"' ; ' et ainsi de suite. 

Les côtés de ces polygones décroissant continuellement , si Ton 
poursuit l'opération à t infini , le dernier polygone se réduira néces- 
sairement à un point. On demande de déterminer la situation de 
ce point y relativement au polygone primitif P ? 

Solutioà. Soit rapporté le polygone proposé à trois plans reclangn- 

laires quelconques; soient ^, , 5, , S^ , 5„., , 5„_, , 5„ , les 

sommets consécutifs du polygone /*; soient S't , S\ , 5', , .... S'm., > 
S'^_, , S'„ , ceux du polygone i", et ainsi de suite. Supposons de 
plus que S'i soit entre 5, et 5, ; que S\ soit entre S\ et 5, ; et 
ainsi de suite ; et soient les coordonnées de ces diiférens sommets ainâ 
^u'il suit: ' ' 

i, , pour 5» { ^, , ....pour 5„_, < i„_, , pour S^l b„, 
c, ; ■ { c^ , .(-'^m-i i ( '- î 

pour5', < i', , pour5',(i'', pour .?'„,,( i'^,, , pour5'^ti'„. 
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RÉSOLUES. i59 

ftcilemeot , d'apris cela ; 




. _ ;'»-4<»/.-, 



''-= 



H< 



fvenant alors la semme dd cea ralears, il viendrai en r^uittnt et 
exécutant la division , 

•'.-K.-K',+ ...-K:^-K:»..+f,,r=»,+<.-K,+ .-.+<-^-k^.4<rf 

Ainsi la somme des distances des sommets dn polygone P' an plan 
des My , <:'66t-4-dirâ à un plaa -quelconque, est égale à la somme 
des distances des sommets du polygone P au mém« plan. 

La vérité de cette proposition peut au surplus être 'aperçue sans 
calcul. Que l'on conçoive en effet des masses égales entre elles, et 
représentée» par ;>+?. appli(juées aux sommets 5, , 5,, 5, , «.; du 
polygone P , on pourra composer en une seule la portion p de la masse 
appliquée à chacun de ces sommets avec la portion y de la masse 
appliquée au sommet suivant ; en procédant ainsi , on aura substitué 
aux m masses /H-y , appliquées en S, , 5, , 5, , ..» , m nouvelles 
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i&o QUESTIONS RÉSOLUES. 

masses, aussi égales k p-{-ç , lesquelles s« trouveront précisément a(>- 
pli^uées aux points S'^ , S'^ , 5'',, .... Ainsi la somme des momeas 
de ces derniers points par rapport à un plan quelconque sera égale 
à la somme des momens des premiers par rapport au même plan. 
Otant donc de ces sommes égales le facteur commun p-\~ç , on en 
conclura que la somme des distances de ces derniers points à un plan 
quelconque est égale i la somme des distances des premiers au même 
plan. C'est à peu près de cette manière que MoTttucla traite le cas 
particulier qu'il considère. (*) 

Il suit de là généralement que la somme des distances des sommets 
de chacun des polygones P', P" ^ P'"^..... à un môme plan quel- 
conque est une quantité constante et égale à la somme des distances 
des sommets du polygone P au même plan ; il en sera donc de même 
pour le dernier polygone; et comme ce dernier polygone se réduira 
\ UD seul point , la somme des distances de ses sommets à un plan 
quelconque ne sera autre chose que m fois sa distance à ce plan. 

Ainsi la dislance du poiot cherché à un plan quelconque n'est autre 
chose que la 7».*°" partie de la somme des distances des sommeU 
du polygone donné au même plan ; ou pn d'autres termes : 

Le point demandé n'est autre ^ue le centre de graeiti ou le cmiit 
des moyennes distances des sommets du polygone proposé. 

Il est aisé de voir que cette proposition aurait également Heu û 
les nombres p et ^, au lieu d'être constants, variaient d'une manière 
quelconque d'mi polygone à l'autre. 



(*) Fendant que ced s'imprimait , lei rédacleurs des annales ont reçu de M. 
Fsuquier , ^lève de l'ëcotc potj' technique , ime sotutîoa Tondle sur cette considérai ioB« 
( Wort des éditeun. ) 
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ÉPHEMÉRIDES ABRÉGÉES DE LA œilÈTEDEiSii. i6i 

ASTRONOMIE. 

Ephémérîdes abrégées de /a comète de 1811; dressées 
pour le méridien de Paris , d'après les éîémens cal- 
culés par M. Bdrckhabdt ; 

Par M. Gergokme. 

J-iA première colonne dé ces ^phëmérides Indique, en temps solaii^ 
Trai , les épcxjues pour lesquelles les positions de la comète sonl cal- 
culées; elles embrassent un interyalle de plus de i3 mois et un mouve- 
ment en anomalie de 220 degrés dont iib ayant et iio après le périhélie. 

Les 2.' et 3.* colonnes indiquent , pour les mémeÂ époques , les dis- 
tances de la comète tant au soleil qu'à la terre; la moyenne distance 
du soleil à la tfrre étant prise pour unité. Ainsi , les nombres renfermés 
dans ces ^eux colonnes étant Inultipliés par 3o 680 097 deviendront 
des distances en lieues métriques de 5 kilomètres. 

Les quatre colonnes qui suivent donnent, toujours pour les mêmes 
époques , les longitudes et latitudes géocentriques, ainsi que les ascen- 
sions droites et déclinaisons de la comète, Elles pourront servir à tracer 
la jroute de cet astre sur les cartes célestes. 

On trouve, dans les trois colonnes qui viennent après, les heures en temps 
Trai, du lever apparent, du passage au méridien et du coucher apparent 
de la comète, vers les époques portées h la première colonne. Ces indica- 
tions pourront aider à retrouver l'astre, dans celte saison pluvieuse, où on 
risque de le perdre souvent de vue pendant plusieurs jours consécutifs. 

Les deux dernières colonnes n'ont besoin d'aucune explication. 

J'ai mesuré, le 6 au soir, la queue de la comète; je l'ai trouvée de 

plus de 10." ce qui, eu égard à sa position oblique et k la distance 

C[ui nous en sépare , indique une longueur absolue de plus de dix 

millions de lieues ou i5o fols'la distance qui nous sépare de la lune. 

NiSMES , le-^d'octobre i8n. 

Tem. n, 33 
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ÉPHÉMÉRIDES ABRÉGÉES 



Époques en temps vrai , 
pour le méridien de Paris. 


Dijtance 
au soleil 


Distance 
à la terre 


Longitudes 
géocentr"K|. 


Latitudes 
çfocentriquei. 


A»cen»lons 
droites. 


DécUnaiio 




H. H. 
21 Fc^vrier. . à li. 53. soir, 


3,11 


2,46 


D. M. 

.59. 34. 


D. M. 

—56. 56. 


D. M. 

.35. .0. 


D. 1 

—43. i 




16 Avril. . . à 4. 2. soir. 


2,47 


ve 


123. 3. 


—37. 40. 


1.6. 53. 


-.;. . 




2.Z Mai ... à 2. 10. soir. 


3,o4- 


2,52 


120. 6. 


—19. 59. 


..8. 7. 


+ 0.3 




16 Juin ... à 8, 3a. soir. 


1,74 


2,4" 


122. 45. 


- g. 37. 


.23. 49. 


+.0. . 




5 Juillet . . à 4- 3. soir. 


1,52 


2,40 


126. I. 


— 2. 25. 


.27. 46. 


+.6.2 




30 Juillet. . à g. II. ma. 


1,36 


2,33 


129. 8. 


4- 3. 21. 


.32. 3.. 


+31. .. 




I Août . . à 9. 36. ma. 


1,24 


2,20 


l32. 0. 


+ S. .2. 


.37, 19. 


+26. 




1 1 Aotit . . à. 2. Sa. soir. 


1,1.6 


2,12 


140. 58. 


+.3. .5. 


148. 5. 


+37. 




20 Août . . à 3. 7. soir. 


1,10 


2,01 


142. 34. 


-t-17. 5o. 


.5.. 36. 


+3o. 41 




28 Août . . i 6. 33. soir. 


i,o5 


1,86 


.4.. 2. 


+22. 58. 


"i52. .8. 


+36. s 


1811 


7 Septembre i 10. 54- ma. 


i,o3 


',72 


■'44. 45. 


+29. 0. 


.58. 54. 


+39. 3, 




t2 Septembre^ 9. 52. soir. 


1,02 


..53 


■ 48. -53. 


+34. 8. 


.66. 34. 


+43. .j 




20 Septembre à 8. 49- ma- 


.,o3 


1,46 


.55. 56. 


+4o. 59. 


.78. 3. 


+46.14 




aS Septembreà i. 31. ma. 


i,o5 


1,34 


.65. 5.. 


+48. 4o. 


.93. i5. 


+48.5. 




6 Octobre . à 5. 38. ma. 


1,10 


1,35 


.82. 53. 


+56. 43 


2.3. 10. 


+49. \ 




i5 Octobre . à .5. 14. ma. 


1.16 


1,20 


213. 57. 


+6.. 59. 


236. 4. 


+45. » 




23 Octobre . à 10. 10. ma. 


1,24 


1,25 


25o. 9. 


+58. 49. 


357. 25. 


+36. li 




6 Novembre à 1 0. 35. ma. 


1,36 


1,42 


275. 49. 


+47. 49. 


374. 18. 


+=4. ,J 




31 Novembre à 3. 43. ma. 


1,53 


.,73 


29.. 47. 


+35. 52. 


288. 2. 


+.3.4 




9 Décembre à II. 12. soir. 


1,74 


2,1g 


3o2. 5o. 


+25. 10. 


=99- 33. 


+ 5..( 




4 Janvier . à 5. 25. ma. 


2,04 


=>79 


3.2. 39. 


+.6. 33. 


3io. 32. 


- ,. 5 


1812 


9 Février . à 3. 19. ma. 


2.47 


3,44 


322. 56. 


+ g. 34. 


322. 6. 


— .. ' 




24 Mars. . . à 7. 23. soir. 


3... 


3,90 


33. . 23, 


+ 3. 2. 


333. 30. 


— fi. 
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DE LA COMETK DE i8n. 



i63 



Iner apparenL 


Heure 
du pa»Mge- 
an méndien. 


Heure 
Al coucher 
apparent. 


ConâtelUtioiM 

oty Ton voit 
1« Comète. ^ 


Principaux Phénomènes. 




H. U. 

I. 38. «ir. 
j.53.ma. 


H. M. 

10. 43. soir. 

6. 13. soir. 
3, 58. soir. 


H. M. 

10. 47. soir. 
10, 5. sMr, 


Le Navire. 
Le Navire. 
Le Petit-Chien. 


M- Flaugergues a aperçu la 
Cqmète à Vivier, le a5 mars. 

Passage à l'ëquateur. 




'. il. ma. 


2. 36. soir. 


9. 3o. soir. 


Le Cancer. 






l 6. ma. 
i. 1. ma. 
.Ô9, ma. 


I. 37. soir. 
0. 5g. soir, 
0. 3o. soir. 


9. 5. soir. 

8. 56. soir. 

9. 3. soir. 


Le Cancer. 
Le Cancer. 
Le Lion. 


Passage \ ]*A:liptiqua , pris 
de l'orbe de Mars. 




■ 32. ma. 


0. 3i. Soir. 


9. 10. soir. 


Le Lion. 






■ ig. ma. 


0. it. soir. 


9. 9. soir. 


Lie Lion. 






. 26. ma. 


11. 4l- ^^^ 


10. 3. soir. 


Le Petit-Lion. 






Tant cet 


II. 34. ma. 


Durant cet 


La Grande-OoTSe. 






timlle. 


11. 44. ma. 


intervalle^ 


La Grande-Ourse. 


Moindre distance au Soleil. 




comète 


0. 8. soir. 


la comète' 


La Grande-Ourse. 






quittera 


o.'4(^* ^r. 


ne quittera 


La Grande-Ourse. 






'thorison 


I. 3i. soir. 


pas thorison 


Le Bouvier. 






Paris. 


3. 3o. soif 


de Paris. 


Hercule. 


Moindre distance 3t la Terre. 




5C. ma. 


3. 16. soir. 


I. 39. ma. 


Hercule. 






17. ma. 


3. 37. soir. 


0. 0. ma. 


Le Hameau. 






!(). ma. 
7. ma. 
'6. ma. 


3. 3i. soir. 
2. 56. smr. 
I. 49' soir. 


10. 46. soir. 
9. 36. soir. 
7. 44- soir. 


L'Aigle. . 

L'Aigle. 

Le Petit-Cheval. 


Passage par « de I'aigle du 3 
"a'u 3 décembre. 

Passage à ré4juatcur. 




11. ma. 


0. 4- soir. 


5. 47- soir. 


Le. Verseau. 






3. ma. 


9. 32. ma. 


3. 19. soir. 


Le Verseau. 
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i64 QUESTIONS PHOPOSEES. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème ^hydrodynamique. 

CJn suppose qu'une cuve cylindrique dont l'axe est vertical , et qaî 
est remplie d'eau jusqu'à une certaine hauteur connue , est percée ïatë- 
t^ralement, et dans' toute sa hauteur, d'une fente parallèle à son axe, 
par laquelle l'eau s'ëcoule. 

On suppose que l'eau évacuée de cette cuve tombe dans une antre 
cuve de même forme et de dimensions connues , percée aussi latérale- 
ment comme la première. . 

On suppose que la quantité d'eau qui s'écoale par chacun des points 
de chacune des cuves pendant le même temps est constante et indé- 
pendante de la pression exercée par la colonne supérieure , et que 
cette quantité est connue pour l'une et l'autre cuves. 

Cela posé, on propose i.** de déterminer la hauteur de l'eau, dans 
l'une et l'autre cuves au bout' du temps / ; 2."* de déterminer le maxi- 
mum de hauteur de l'eau dansla seconde cuve et l'époque à laquelle 
et maximum aura' lieu? 

On peut ensuite supposer que l'une ou l'autre cuves , on toutes 
les deux sont das troncs decdnes droits ou obliques. 

Théorème de Géométrie. 

Si, par l'iin quelconque P des points du périmètre d'une hyper- 
bole, ou mène deux droites P^, P^, respectivement parallèles à ses 
asymptotes , et que, par un autre point quelconque ^/ , pris sur ce 
périmètre, on mène une suite de droites coupant PA en a, a\ a" ^ ..., 
PB en i, Vf b" ,*.,, et la courbe en m, m' ^ m", ...; on aura 
am a' m' a"m" 

r- = TTT — 7:: — — "■• = constante* 
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PROBLEME DE MALFATTI. i65 



GEOMETRIE. 

lettre aux Tédacteura des Annales , renfermant queîffua 
remarques sur le- problè^as de l'inscription de trois 
cercles à un triangle J 

Par M. TÉDENAT , correspondant de la première classe de 
rinstitut , recteur de racadéraié de I^ismes. 

Messieurs; , 

J.JE sSenec die M. Bi<Ione , on platàf celui de Malfatti lui-même, 
•ur la nature des considérations qui ont pu le conduire i l'ëlëgant 
résultat que*Tou5 avez fait connaître aux pages 3^7 et 3^8 du 1.*' 
Tolume des Annalet , m'a entraîne à quelques rccfia^hes sur ce ca- 
rieux problème. A la rérité la solution en est maintenant connue'^ 
et TOUS avez pronvi^ , Messieurs , & la page 6o du a.*"* volume , qu'elle 
est exacte ; mais , faute de- savoir par quelle route on j parvient , cette 
solution ne peut être considérëe que comme un th^irème dont on 
peut raisonnableinent désirer une- démonstration simple comme son 
énoncé. 'Si le peu de temps qu'il m'est permis de consacrer ï la géo- 
métrie ne me laiitse guère d'espoir de parvenir à une pareille démons- 
tration , je pense que du mpiirt les réâe:tîons que ).'8i faites à ce sujets 
pourront «dw dans sa recherche ceux de vos lecteurs qui ont tout 
le loisir nécessaire pour s'en occuper. 

Suivant Malfatti, si R est le rayon du cercle inscrit î un tïîangle-^ 
$y ^ ,f" i les distances de ses sommets aux points où ce cercle toucha- 
Tom» IL. 34 
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i66 PROBLÈME 

ses côtés; J,d', ^''''iles distances de ces mêmes sommets au centre 
du cercle ; r, W, r''', les rayons de trois cercles inscrits, de manière 
que chacun touche les deux autres et deux côtés «da triangle ; et 
enfin j la demi-somme des trois côtes de ce triangle, on doit avoir 

2, r =R(s—n'^ —rf/— ^//) ,. 

î/ r' =R(s-~Br\-d' ~d"^d ) , (A) 

en ajoutant ces équations deux à deux , et supprimant le factemr » 
dans les équations résultantes , il vient 
, r +f'r' =.R{s—R-~d'^ , 
i/r'-\'(ffr"=R{s—R—d ) , ' (B) 

ff'r^'-^-t r t=R(s^R—d') / ■ 
Mais y c , c^ , c^' t éunt les côtés du triangle , on a aussi ( tome I." , 
page 344 ) l^s équations 

t r +25^/7^+^ r' s^Rc" , 
,'/^+2if/7^'4-/'^'=iî<: , (C) ■ ■ 

Ketranehant de chacune de celles-ci sa corfespondanle parmi les ëqua- 
tion$ (B) , et divisant par R les deux memlves. des équations résul- 
tantes, en se rappelant que s—CfS—e^tS-n^'fVinl respectlTcmei:\t 
igATJx k f , / , /^ y on obtient : . . ■ 1 ,. 

2^77^=d^'-^R—y'"»" i 

%y/'7>l^'-d -{-R—r , (D) 

zy/'PT^df'^R^'/- . . 

Cela pos<!, soient pp'p"X, fig- » ) le triangle dont il Mgitj-C k 
centre du cercle inscrit; i , i' t i" ^ les points de contact dacecerele 
avec ses côtés; tk"t' _, t'kt'^ -, f'k't , des arcs décrits des sommet» 
comme centres et avec leurs distances respectives aux points /,/', i", 
pour rayons j soient enfin ^ o' ^ 0" t les centres des cercles dont le» 
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DE MALFATTI. 167 

rayons respectifs sont r , r' , r" , et soient m,n , m' , »'', m" , n'^ 
les points de contact de ces cercles avec les côtés du triangle. Soient 
enfin o , a' ,i]" ^ les points oii pQ , p'Qi , ^'Ci , prolongés au-delà da 
point C , rencontrent la circonférence du cercle inscrit. 

11 a déjà été démontré , et il est d'ailleurs facile de s'assurer immëdî»- 
tement que 

a/Pr/'=m'V , (E) 

JD'ua autre c^té , il est aisé de voir que 

d ~^R-~f =p c+c^ — ;> A =* y , 

d'oîi il suit que les équations (D) reviennent i celles-ci 

ïB n"—h'tf , (G) 

m'» sA^y ; 
lesqTieDes présentent un théorème fort remarquable. 
Posons pour abréger , 






d'oîï 



2/PY"=a' , (H> 



En prenant le produit de ces dernières équations, il viendra 

c'est-à-dire , que le parallëlipîpède construit sur 'les diamètres de» 
trois cercles chercliés est équivalant au parallélipî'pède construit sur 
les trois longueurs connues tf, k'q\ k"q". 

Si, au contraire, -on divise successivement par chacune, des é^a^- 
tions (H), le produit des deux autres ^ il viendra 
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• 68 PROBLEME 

r= — ► , r'=— , 7^/=— ; (K) 

aa aa aa" : 

valeurs ÎRcomparablemcnt plus simples, et peut-être tout aussi faciles 
ï construire que celles de Malfatti ; puisque les longueurs a , a^f a*' , 
sont données Immëdiatement par la Construction de la 6gure (*). 

Si l'on suppose admises les équations (G) ou, ce qui revient au m^me, 
les équations (D) ; les équations (C) du problème deviendront les 
équations (B) i et en retranchant successivement chacune de ces der- 
nières de la somme des deux autres, on «n déduira les formules (A) 
de Malfatti. Le problème ne sera ainsi que du premier degré. 

On voit donc combien la solution de ce problème de.vicndrait fa- 
cile , si l'on pouvait parvenir à démontrer , m priori , .que les droites 
Ay , &'ç' , k'^f" , sont respectivement égales aux droites m'^n' , mrt" , 
m'a j ou sim_plement que k^:=:m"n' ; c'est sur ce point capital qua 
j'ai cru » Messieurs , devoir appeler l'attention de vos lecteurs. 



(*) Noiu placerons ici une remarque qui peut «ouvent 6tre d'une utile application. 

Le problème dont il «'a^t îcA, s'ëlète naturellement au 8.' ou tout au moin* au 
4.* degré , du moins tant qu'où u'emp^ie d'autres données que les trois cAtëa dit tnangtc 
proposé. VoiU pourtant des valeurs ratiânncllea extrêmement simplet ,- mais , sous 
leur simplicité apparente , elles renferment impliciietnent les diverses solutions qu'eu 
général le problème peut admettre. Les quantiiér a^d ,a" sont en «Set des funciîoaa 
deVk,J,d',d",f,/fif', et ces demiërea preiment diverses valeurs suivant 
qu'on les rapporte au cercle inscrit , prof rement dit , oii qu'on les considère par r^- 
fiort i chacun dea trois cercles emitutrils. 

n en doit toujours être de même ; c'eat-i-dîre » qu'en général un problème 
iuscepiible d'un grand nombre de solutions , ne peut être que d'un degré élevé, tant 
qu'on n'j emploie que des domiéet invariables ; et qu'tui ne doit espérer de l'abaîa- 
aer i un degré ijiTériaur , qu'en substituant à cet données d'autres données dont les 
valeurs ne soient pas Les mêmei pour les diverses solutions dont ce problème est susceptible. 

Il a souvent été remarqué qu'un heureux choix d'înconniies pouvait simplifier d'une 
manière notable la siilution,des problèmes ; mais il n'avaic pas ét^ observé jusqu'ici | 
goa dei donnera cboitias conrensblejoent peuvent procver la mteie amatage, 
( NêU dêt iéimrt^ ) 
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■ ., : DE MALFATTI. 169 

On pourrait parrenir k e'auurer de l'exactitude des valeurs que j'u 
uaeignées i r^-r^, r'^ , en posant 

et prouvât , par la subsiitation daiu les équations du p^blime qn'oa 
doit avoir x=^''=V^=i } mais , outre que^ cette Térité ne pDuizail. 
être mise en évidence que par un calcul assez prolixe ; il resterait 
toujours à savoir ce qui a pu conduire k poser les équations ci-dessus » 
de manière qu'on ne ferait par Uk que reproduire , sous une autre 
forme , la v^fîtïatLon que vous aves présentée vous-tnémes , Messieurs ^ 
& la page 6t du tome U .de votre recueil. - 

Je n'ajouterai plus qu'un mot ; d'après les valeurs que fat aMÎgnéei 
ci-dessus à Tjr', r", ona " 



mais , S la pajfe 346 du tom« I , vous avez fait, Me9sleiin > 
d'où 



donc 



5 fl+J'-l' .' 3;~B+*'-^ ' 



« qui donne 
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T70 ÉLÉMENS ELLIPTIQUES 

mais , d'apr&s les valears. que vous avez trauvées pour a^ , x" » V 

l'endroit cité , on a * ■ 

^ — ^"-, *"— *HJ' - . 
donc 

En permutant convenablement les acc^s , on aura' donc , 'oitrc les 
^miéesi du problème , les relations sUimntes 

relations qu^ doit ttre facile de vérifier. ... 

Agr^ , Messieurs y etc* 

NismeSj le 18 d'octobre 181 1.' 



ASTRONOMIE. 

Elémens elliptiques t^e h Corrfèie de iSii ; 

Par M. Flaugbrgue», astronome correspondant 
. ■ ■' de llpstitut 



J_jA compte que je découvris , le sS mars dernier , et qui , dans ce 
momept , occupe l'attentioa 'des astronomes et du public y me sembl» 
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DE LA COMETE 0È iSii ijt 

être la même que celle qui parut au mois de septembre i3di , et 
qui fut remarquée par toute l'Europe et observe» en Chine. En effet , 
les élëmens de la comète actuelle représentent très-bien les obser- 
rations des astronomes chinois sur la comète de i3oi , pourvu qu'on 
«uppoGe seulement que, lorsqu'ils disent qae la comète passa de la 
constellation Tsing à Nan-ho (Pnjcion), ils entendent qu'elle fut 
en conjonction, avec cette étoile , et qu'on admette , en outre , que 
les trois Koung qu'ils remarquèrent qu'elle traversa , ne sont pas trois 
étoiles de la constellation des ChleQs-de-Chasse , au sud de la queue 
de la Grande Ourse, comme le prétend M. Plngré ^ d'après le père 
Gaubil , ( puisqu'il ne se trouve & la tètk d'Astérton , que deux étoiles 
de cinquième grandeur qui n'bnt rteh ' de âin'gâlïer ^ "mais plutôt 
trois étoiles voisines '/ ', «,à la main du Bouvier /qui sont de qua- 
trième grartdeur ,' éf qui fonnénl darfs 'le' ciel un petit triangle fort 
remarquable. L'apparition de cette comète' ae dura ; suivant ces as*- 
tronomes , que i|iiarantti-sU. jours ; .mais il y. a apparenee qu'ils -n'ont 
entendu parler que de la durée de son plus grand éclat ou du temps 
<]u'elte employa à parcourir' les ccftiitetlations que je viens dé désigner} 
car les historiens d'EurdpË donnent î son apparition "tiné diirëe bien 
plus .longue i et Villam, en partlcuUer , assurç l'avoir encore vue au 
mois de janvier i3oa ; ce qui s'accorde fort bien avec l'hypothèse que 
-eeHe- comète est Ift-méAe- que ■ ocU e de cette «nnëe 1811-7 deat-la 
période ;^rfiit ainsi d'aivlroQ , 5lo- ^nnée^ , 4ç. sorte qu'elle pourrait 
reparaître en l'année aSai. -, 

Cette conjecture est encore copprmfe. par, l'apparitipn .d'une comète, 
dans le signe déjà Vierge ,5io -ans avant l'année. i3oi', c'est-à-dire 
en 791 , suivait Eckjtormius', Lublnietzlù , Zahn , elc. 

Dans cette supposition d'une période d'^environ âio ans , et d'après 
'mies' observations; j'ai càîc'uï(ï"des' ÈîémeAs ellipiiâues àe h comète 
de cette année ( 181 1 ) qi^i représentent les ohscrv'atiçns avec une 
précision singulière j ce qui fourbit une nouvelle preuye, de l'identité 
de cette comète, avec celle àa i3oi. Voici ces élémens. 
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17a ÉLÉMENS ELLIPTIQUES DE LA COMÈTE DE 1811; 

Révolution p^rioêifjue Sog , 8846 

Grand axa 127,644^ > ) 

Petit axe 22,8084, La moyenne aistance du soleil 

T^. 1 ,,. fc ) i la terre étant pnse pour 

Distance aphélie .... 120,0170, [ -.j 

Distance périhélie . . . 1,0272. \ 



Rapport de l'excentricité au demi-grand axe . 0,9839 

Nœud ascendant 140° 16' h&f 

Inclinaison 72.* 5,^' 10'' 

Longitude du périhélie sur l'orbite . 74° 29' 4o" 

Passage ^u périhélie 12 septembre 181 1 * 

It 6fa> 57' 3iy^ du sotr , temps moyen k Paris. 

Sens du mouvement rétrograde (*) 

La queue de -la comité de i3qi , avait de dix à douze degrës de 
longueur j comme -la queue de la comète actuelle. 

Al'obserratoire de Viviers, le 10 d'octobre i8ri. ■ 



(*) E> prenant pour unité la lieue m^trî^ de 5 kilomètres , on parviendra us 
r^niltat» que voici : 

Grand axe . . 3 91S i36 f38 Ueuei. 

PMit axa ». 699 76? 9^4 lieue*. 

Dûtance aphélie ."î . . . ... 3-804. 6m ^4^ lieues, ... 

Oiriance p^ribélie ..,...• . ' 3i 5i4 596 lîouei. 

On trouvera août , d'aprb le* loîa <U tft.graTiialioa, que k« i^tetteaphâieet gé* 
Khélie acmt tellei qu'il »uit : 

Vitesse aphélie, environ 349 Ùeuea j 

tVUesie périhélie « environ 3o6$4 Ceiica J ^^ ' • 



J 
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XIEU AUX SECTJlONa CONMQUES. i;3 

li' I ' ' I II I [ lin I • I -«>«;.;-..;—• i> n 1 1 . 

GEOMETRIE. ', 

XjSSu aux sections coniques , relatif au problème tràîlé 
à la page 3o2 du premier volume des Annales. 

Far M. IiHUILISB , ^bfe^seur de mathématiques à Xac&àéaàt 
impériale de Genève. 

XjE problème proposé ï la page 2.Z2 du I.*' volilme des Annales , 
relativement i deux canaux, rectilîgn^ j, a étë discuté, d'une manière 
très-intéresMDte par M. Téd^at , à la : page 3o2 du même volume. 
.Celte discussion m'a cpgafië & présenter la question sous un autre 
point de vue ^ et & rechercher le lieu des points de chacun desquels 
abaissaot des perpendiculaires sur deux droites données de position -. 
et menant pnc droite, à^ub poii^t donné,, la somme de. ces perpendi- 
culaires etdecettç droite çoît 4'*"^? S^^^^^r «onstiinte. 

Lemme. Soieat deux droites dosnées dé posiUon , et soient deux 
droites correspondantes données .de grandeur. D'un point c^uelçonque . 
pris sur le plan de ces ' droites , soient abaissées sur elles des per- 
pw^iculaif®^* ,Spient pris les rectapçles de cet perpendiculaires par 
les dnntes corresponditntes données de grandeur , et soit prise la sonfme 
de ces, rectangles. 

Ob peut substituer à cette- somme le rectangle de la perpendiculaire 
abaissée du même point sur une droite à déterminer de position par 
upe. droite à déterminer de grandeur de U, manière suivante ; 

Soient SA et SA'' ( $g. 2 ) deux droites donnée^ de grandeur et* de 

position qui se coupent en S, Soit prolongée A''S au-delÂ de S d'une 

quantité S^^aSA'; soit menée A^, et soit coupée cette droite eadeux 

parties égales au point Z } enfin soit menée SZ y Cèlte dernière droite 

Tom. IL a 5 
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««ra la «trotte & déterminer de position , et soo double sera la dn^te 
^ déterminer de grandeur ; c'est-Â-dire, que , sî d'un point quelconque 
M on abaisse sur SA , SA.' » SZ,les perpendiculaires MP,MP'>MIly 
on a l'équation SAxMP+S.VxMP'=3SZxMIL (*) 

En particulier , sî les droites SA et SA'' sont égales eDtre.elles, la 
droite SZ coupe en deux parties égales l'angle ASa* , et elle est 
perpendiculaire à la droite qui coupe en deux parties égales l'angle 
ASA'. LJexpression de SZ est alors SAA'n.^S ,et on a MP+MP' 
=2MR.5;/ï..-S. 

Cette proposition n'est qu'un cas particiJier d'une propriété géné- 
rale du centre des moyennes distances , que j'ai développée dans- mes 
Èlémeru danalise , etc. , pag. 5:^-59. 

Application. Soient deux droites qui se eoupen^ données de posi* 
tion , et soit un point donné de position. On propose de trouver le 
lieu des points de chacun desquels abaissant des peq>endiculatres 
sur les droites données de position , et menant une droite au point 
donné , la somme de ces perpendiculaires et de celte droite soit donnée 
de grandeur. ■ 

"Soient SA et SA' ( fig. 3' ) deux droites données dé position , se 
coupant en S. Soit C un point dànné de position. Soit IVl un point 
duquel on abaisse sur SA et SA' les perpendiculaires MP , MP', 
et on mène la droite MG. Que la somme MP+MP'*4-MC soit 
donnée ^^ grandeur ; on demande le lieu du point M ? 

Par le point S soit menée la droite SZ qui divise en deux parties 
égale» l'an|;Ie de soite de l'angle A'SA. Soit aussi MK perpendica- 
laire & SZ, Par le lerame précédent MP-4~MP'=3MR.&n. fSïdone 
la somme aMJI^^/fî-xS-^-MC est donnée de grandeur. Soit SD la 

j[') En eflet, en prolongeant SZ. d'une qnan'r! té ZS(=ZS, et menant S'A el S'A', 
la figura SAS'a' sera uii parallélogramme , et con'séquemtnènt SS* pourra élre coiuid^rëff 
comme repréienUnt en grandeur et en direction la réwltsnte de deux forces , cepré- 
HiUëes en gr^mdeur et en direclioo parâA 'et. Sb'. Alon, en considérant le point U 
eomme te centre des momeiu , oa devra tvoir en eSet l'équation cî-deamu, 

C ^>« Af iàiteurt, ) 
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droite qui dWûe eo deox parties égales l'angle ASA'' , et sur SD 
soient abaissées les perpendiculaires CB et MQ. 

PrenUire supposition. Que la somme donnée soit 2SB.Sin. 7 S< On 
aura aMILÎ/n. î S-hMG=3SB«$iVï. ; S d'où MC=3(SB— MR)«$ï».ÎS 
=3(SB— QS)«5i«. i S=3BQ.A'». ^ S. 

j." Soit 2Sîn.xS=i ; ou que l'angle S vaille le tiers de deux droit» 
(fig. 3); on aura MC=:BQ; partant le lieu du ptnnt M est une 
droite donnée de position , menée par G parallHement à celle qui 
divise l'angle A''SA en deux parties égales. 

a.' Puisque MC. (6g. 4 ) n'est pas plus petit que BQ ; 35i!n. { S, 
n'est pas plus petit que l'onité, et partant l'angle S ne peut pas étre^ 
plus petit que le tiers de deux droits. Soit donc 2Sin. {S>i ; on a 
MGBQ^sS'ÛJ.jSîi.LeJieu des points M^t donc une droite menés; 

par C et rencontrant SB sous un angle dont le cosinus est - „. ■ , ■. 

Seconda ' si^position. Que la somme donnée soit différente de 
>SBmS'»i.;S ; soit cette gomme égale Ji aSH^in-^S, 

Puisque aMIL5/«.îS+MC=2SD.5*B.:S, 

on aura MC = aDQ-Swi. f S , 

ou MCJ)Q:=a&«. k S:i* 

I.* Soient 2Sîn.~S=si ; «1 aura MG?D<^ .Mnsî le lieu des point» 
M est aknrs une parabole dont C est le foyer , et dont la directrice 
est la perpendiculaire, élevée du point D )t la droite SB. 

a.* Soit 25»i>;S<i i on aura ans» MC<DQ j et le rapport à6 
MC à DQ sera un rapport constante Le Fieu des points M sera doac 
alors une ellipse ayant le point C pour un de ses foyers et dons 
la directrice correspondant à ce foyer sera la perpen^culaire élevée 
du point D i la droite SB. 

3/ Soit eDfina5/n.^S>i ; on aura aussi MC>DQ, et en rapport 
constant. Le lieu des points M sera donc une hyperbole dont le 
point C sera l'un des foyers et dont la directrice , correspondant à c* 
foyer sera-la perpen^ulure élevée du pûnt D i la droite SB. 
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Remartpie I. On peut substituer aux droites dont on prend la scm^e, 
la Somme de leurs rectangle^ par àe^s droites données. 

^fOrmarque Il.-Cin'çeut aussi généraliser celte recherche', et l'étendre 
S un nombre' cfiielconque de droites données de position , qui partent 
ou non d'un même point ; vu qu«f le lemmé sur ' lequel là proposition 
repose , s'étend à' un nombre quelconque de droites données de position 
sur un plan. ' . ' 

' Remarque ///.' Aux droites données de pontion sur uii plan', oft 
peut substituer des plans donnés de position , qui se- eo.upent ou non 
Al nri' même point'; vii que le letame sur lequel la proposition est 
fondée , s'étend à des plans donnés de posîlion. ( Voyez l'ouvrage 
déjà cité, pag. i5o-i55). Le lieu cherché dans l'espace est un plan 
<iu Une surface de réToliition du «eoond ordre. ■'* 

Remarque. lV.'(jamm& ^a .comparaison des méthodes est un des 
points' le's plus importans dans les sciences de raisonnement , )e crois 
devoir ajouter ici le procédé' fondé sur la doctrine des coordonnées. 
Qu« les équations des droites "données soient/ 

*Cos.«-fT5ùi-*='=' » s:<jôi:^-^y^và.J^d' ; 

que les coordonnées dii pobit donné' soient a eX b'f 
que les coordonnas du' point 'cherthé soient s t:X y. 
i*Les, pérpcndiciilaires' atmôsées dit point cherché sur les drtûtcs 
«ionnées aoAt> <' - 

*0>8.i4-;^Sin.iiMr ', ''iCos.«'-4-j'SJn.-«— rf'.; ■. ■ 

' La distance du. point, donné au point'cherchë est 

soit enfin s-^f^-^^') It-soitimâ <;onsUbl« donnée , l'équation du lien 
géométrique das joints M sera . r, -. . U ' . 

J- ■■ . (■■ ' r-'i^ : I- : . ''._;■" . . ■ ; ,' . . 

J^(CoSiW-Co8«/),^^-/CSin.«■+-$ir^J^/(,.r-fl)'-^-(y■-^/=:^ 

' S rôfi'désigne pair f'}'angl« dba deux droites données , cette équa- 
tion dcTiendra 
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(*— o)'-Kr— i)'= 



a«Cos.i^Co«.i(fl4^0+aj<>>3-:frSin.iC'i+«0+VC*— «»)*+^^-*J*=^ i. 
d'où 00 conclura , en trauspostat et' quarrant 

f s'—4sxCos. ;*.Cos. î(*+*0 
—isyCos. xf'Sin. f(«+«0 
-\-exyCoa^-.*.Sia* i(-+*0Co8.K*+«0 

-+-4r-Cos.*rf.Sin.'i(H--0 i 
ou en développant et ordMuiant 

a* { 4Cos.•^^Co5.^i(«4-«0— » î 
+&rj'Cos.';f.Sin. tC-4-»0JCo«-7(-4-*0 

■ ■—a* I tf— 2J.Co8.;ff.CoS.;(*-t-«0 î 

Remarqué V. Que le point chMchë doWe être sîfaë sur la cîr-r, 
conférence d'un cercle donné dont le point doené est le ceptre ^ la 
somme des perpeudicuUîres abaissées-du point cherché sur Us droites 
données de position sera stucejptiUe de ' limites -, sut en gtandeur , 
soit en petitesse ; et oh déterminera ces limites comme il suit. 

Du point donné soit abaissée une perpendiculaire ' sur la droite 
qui divise en deux parties égales l'angle de cuite de l'angle S ; les 
points dans lesquels cette perpendiculaire rencontrera la circonférence 
du cercle , seront les points auxquels répondront la plus grande et la 
plus petite valeurs des sommes de perpendiculaires abaissées survies' 
droites données de position. - 
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1,8 FORMULES 



ANALISE. 

Remarques relatives à la formule logarithmique qui ae 
trouve à la page 'jo de ce volume ; 

Far M. Sbrvois , professeur de mathématiques aux écoles 
d'artillerie de Lafère. 



a mm. les eëdacteurs des askatxs ; 
Mmssisuss , 

ILM cherchant ^ me démontrer j d'une mani^Te purement ë]ànentaire,U 
forpiule donnëe par M. Dubourguet 4 la page 70 du a,* volume Jes 
Annales > il m'a paru que cette formule était entachée d'une petite 
inexactitude (jue j'ai cm nécessaire de faire remarquer, et dont j'in- 
diquerai la source , après avoir exposé brièvement le moyen fort ùmple 
que j'ai employé pour parvenir & la formule exacte. 
Soit la série 

>H-îr'+7r'+ +^,r"-'+7k^y"*'+ 

81 on la multiplie par i— ^> le terme général du produit sert 

(an— DCan+I)-' 
en sorte qu'on a 
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LOGARITHMIQUES. 17g 

mais, dans le «yst&me de logarithmes de Neper> oa aAosû 

Formant le produit de ces deux équations, l'éqaation résultante de- 
viendra , par la suppression de la série commune i ses deux membres , 
et la division par i — y* 



>(l^=7^1^-èr-èr'-fer'-...| 



Posant alors 






il Tiendra 






(V«+>y i-3\»+V 3.5\*+J ••••(• 
Formule qui revient i 

[j.-*~'('+' ["■ C»-'l' . ' (»-■ " . ' (*—')* I 1} 
• ( a L'-*l»+') 3-5 («+•)' 5-7 l»+«?Jl 

La formule douDëe par M. Dubourguet eat 

et son calcul est exact jusqu'au bout-; de manière que l'eiretir na 
peut venir uniquement que de ce que , dans la substitudon de l» valeur 

de -v-j — , il aura sans doute écrit , au lieu de . '■ . ■ 

Il est fâcheux, au surplus, que cette formule doive avoir la forme 
que je viens d'indiquer , attendu qu'elle perd ainsi un peu de sa 
convergence. 

Agrées , Messieurs , etc. 

£Àfère, 3 octobre t8it>* 
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iSp INSCRIPTION DU QUARBÉ AU TRIANGLE 



GEOMÉTllIE. , 

De Vinscription du quarré au triangle , et de celle 

du cube au tétraèdre ; 

Par M. Ferriot , principal du collège de Baume. 



I. Un quarré ayant quatre angles et un triangle ayant seulement 
trois côtés ; la première de ses 6gures ne saurait être inscrite à la 
seconde à moins que deux de ses «ouimets nie soient situés sur un 
même côté du triangle et que conséquemmeut un côtë de la première 
figure se trouve appliqué sur un côté de la seconde. 

Mais., d'autant que le c6të du triangle avec lequel doit se con- 
fondre un côté du quarré à inscrire peut être choisi de trois manières 
dîiFérentes , on voit que le problème a , en général , trois solutions. 

Entre les 4>verses méthodes, que l'on j>eut indiquer pour inscrire 
un!q\tarréitiin triangle , la suivante paraltdeToir mériter la préférence, 
tant à cause de sa simplicité que parce qu'elle' peut être facilement 
étendue i l'inscription du cube au tétraèdre. 

Soit ASB ( .fig. ^ ) le triangle proposé ; Sfu't- AB le eâté de ce 
triangle ^ûr lÉquel on veut que repose un. côté du quarré à inscrire 
et soit K^JyW ce quarré. Sur AB, comme côté , soit construit un 
autre quarré AEDE j les triangles ASB et A'S&' étant semblables, 
les pentagones ASBD£ et A.'S&iyV.' doivent l'être aussi , d'où U est 
aisé de cfoiclure que le point "E/ doit être sur Is droite SE. 

La construction se réduit donc ^ ce qui suit : A l'une quelconque 
A des extrémités de AB soit élevée à cette droite, du côté opposé 
au triangle, une perpendiculaire A£ égale à elle ; en menant SE, 
son intersection E^ avec AB sera l'un des sommets 4u quarré chen 
ché , et alors le problème pourra être considéré comme résolu. 

ir. 
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ET DU CUBE A L'OCTAEDRE. iSr^ 

II. Un cube ayant huit sommets , et un tétraùdre ayant quatre faces 
seulement » mais qui , trois à trois , concourent en un même point ; ., 
il est impossible que les huit sommets d'un cube inscrit il un tétraè- 
dre soient distribués deux à deux, sur les quatre faces du tétraèdre. 
D'un autre côté » il est aisé de voir que trois des sommets d'un cube 
ne sauraient être sur une dus faces d'un tétraèdre , dans lequel il 
est inscrit , sans qu'un quatrième sommet soit aussi sur la même face 
du tétraèdre, et qu'alors cette face n'en peut recevoir un plus grand 
nombre ; et , comme alors les quatre sommets restants doivent être 
distribués sur trois faces seulement, l'une d'elles devra en contenir 
deux , et contiendra conséquemment une des arêtes du cube. 

Lors donc qu'un cube est inscrit & un tétraèdre , l'une des faces 
du cube doit se confondre avec le plan de l'une des faces du tétraè- 
dre , et la face opposée de ce cube doit être un quarré inscrit à la 
section faite au tétraèdre pàF le plan de cette face. 

Or y la face du tétraèdre qui doit recevoir une des fases du cube 
peut être choisie de quatre manières différentes, et, dans chaque cas» 
cellq des trois autres faces du tétraèdre qui doit contenir une des 
arêtes du cube , peut être choisie de trois manières; ainsi, on peut, 
en général , inscrire Ji un tétraèdre douze cubes dilTérens. 

Cela posé, qu'il soit question d'inscrire un cube au tétraèdre SAB(^ 
{ fîg. 6 }, de telle manière que la face ABC du tétraèdre contienne 
une des faces du cube , et que la face ASC du tétraèdre contienne 
une des arêtes de ce cube. 

Soit D'E^'CHa/K'I/ le cube demandé, dont la face H-IOCL' soit 
sur la face ABC du tétraèdre , l'arête D^G' sur la face ASC de ce 
tétraèdre , et enfin \es sommets £' , F' , sur les faces SBA , SBC , 
respectivement. Soit joint le point S aux points W y £' , F^ , C , 
par dea droites se terminant en D , £ , F , G , au plan de la face 
ABC ; il est aisé de voir que ces points seront les sommets d'un quarri 
DEFG inscrit & cette face. Sur ce quarré , et du côté opposé au té- 
traèdre soit construK le cube DEFGHIKL ; à cause de la similitude 
dea pyramides quadrangulaires SDEFG et SD^E^^C, ces pyraoû- 
Tom, Ji* ^ 
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des augmentées des deux cubes formeront deux poly^res semblables ; 
d'où il est ais^ de conclure que , si l'on mène SI , cette droite contiendra 
le point K 

La construction se réduit donc à ce qui suit: soit détermine (I) 
le point D de AC sur lequel doit être situé l'un des sommets du 
quarré Inscrit au triangle ABC; soit menëe DE ,. perpendiculaire à AC 
et se terminant en £ à AB ; soit ensuite élevée au plan de ABC, 
par le même point D ,une perpendiculaire DI égale" à DE ; enfin, soit 
menée SI coupant en I' la base ABC; ce point I' sera l'un des som- 
inets du cube chercbé ; et, ce sommet étant ainsi déterminé', le pro» 
blême pourra être regardé comme résolu. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Démonstration du théorème énoncé à la page 96 de 
ce volume ; 

far M. TédenAT , correspondant de la première classe de 
riustitut, recteur de l'acadiîiDie de Nismes. 



A MM. LES Rédacteurs des Annales , 
Messieurs , 

Je viens de recevoir .le ,3.* numéro du a.""* volume de ros\Anna- 
iâs. Pour me distraire un moment -de mes occopalloas ordinaires, je 
l'ai paroeuru , et je me suis arrêté suf le théorème d'analise que l'on , 
trouve ëctoncé à la page' 96. La démonstration n'en .sera pas, dilËcile 
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pour ceux ^ qui le calcul des différences est familier. Je me contea- 
teral d'en indiquer la marche , sans entrer dans aucun détail. 

On sait que y , y ^ , y^ j/i» ^n» désignant les états succes- 

■ sifs d'une fonction y d'une variable jr , on a généralement 

Soit 

et supposons que x prenne successivement des accroissemens égaux 
désignes par Ax ; on aura 



Substituant donc dans t'équattoo (A) , il viendra 

AV=î^+nAxr— ^ \x+(n-i)Ajf-\- ^ . 2Z^{x-Kfl-2)A*r--; 

équation qui , en y supposant n'^^m , se change en celle-cî 

A'V={x-H7ïArf-"{à>*-(ro— i)A*("H-- .^{H-(«— 2)A*f -...« (B> 

Mais , d'un autre côté , d'après la râleur ysix^^ et l'égalité des ae- 
croîssemens de la variable indépendante jr , U est connu qu'oa doit 

avoir 

A"/^ 1.2.3.4 mAx^ (*) î (C) '^ 

(*) Cette propoûlîon ù'eM ^'ua eu putïeuUec i* U niivmlc ï 
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on aura donc » ï cause de l'étjuation (B) ; 

J-.3.3 mùs'"=lx-^mAsf-~-[aH-{m—i)As\'"'\- — îîi^{:r-f<m— 2)Ax}"'— .,„; (D) 

équation qui , eu y faisant x=(z—m)^x , et divisant ensuite ses 
deux membres par Af*" devient 

« Si dans une fonction ralionnelle et entière, telle que 

Ax'"+Bx'^'-i-Cx'"-'+ +Gx-^H , CM) 

. H on aubstitue pour x la termes consëcuiifs d'une progression par diŒfrencet dont 
n la raison soit i ; les résultats des subslitutlom foimeront une niite dont lea m.'*')* 
M difFërences seront constantes et égales k 

l,a.3 m^^. 

Cette dernière trouvant une mile applîcatiun dans la recherche des limites des 
rauinvs incommensLirakles des «équations numi'i'iques , nous croyons convenable d'en 
* présenter ici une dcmonslralion générale purement ëli^m en taire. 

Supposons qu'elle soit déjà démonirie pour toutes les fonctions des degrés infé- 
rieurs i m , et soit k l'un quelconque des termes de la progression des nombres k 
substituer dans la fonction (M); le suivant sera h^i", exécutant donc la substitu- 
tion de ces deux termes , et prenant la diiTérence d«B résultats ; il viendra 

mAtk"'-'-{-^~ >US+mAtl&""*-^ .i (N) 

.tel est donc le tenue gt'ncral des premières diflérences de la suite dont îls'agit , et 
on en conclura ces premières dJfEérences, en ^ substituant successivement pour k la 
suite A-f-J, k~\-2S, k-^-Zt,., ..•,Ta\i» cette suite étant une progression par dif- 
férences ,dant la raison est i , et la fonction (N), dans laquelle il faul-Ia substituer, 
étant une fonction entière et rationnelle du degré m— I , dont le premier terme a 
pouj^ coefficient mAi' ; il résulte de l'hypothèse que les résultais des substitn- 
lions , c'est-à-dire, les premières dJiléiences de la fonction (M) formeront une soita 
dont les (m — i)s"« diiTcrences, lesquelles seront par conséquent les m.*""* dif- 
férences ^e la fonction (M) seront constantes et égales k 

l.a.3 (m— OixJm.VxJ"-'=i.a.3 m^J*. 

U est doifc prouvé, par U , que Is proposition serait vraie pour une fonction 
du degré m , si elle était vraie pour une fonction du degré m — i. Or ,ilest Irès- 
/acile de se convaincre qu'elle est vraie pdur les ronclions des deux ou trois pfe* 
niera degrés, d'oà il faut cottflure qu'elle est ^nérai«> 
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m^z""— -(z— i)"H (z— 3)". 



faUant , dans cette dernière , x=m+i , on obtiendra celle qu'il 
«'agissait de démontrer. (*) 

Açtiez , Messieurs , etc. 

Nismes, le 2 .septembre 181 1. 



Sur les différences des ordres successifs des puissances 
semblables des termes d^une progressif arithmétique^ 

s Four servir de réponse à fa même question ; 

Par M. LariLiBR , professeur de mathématiques à Tacadémie 
impériale de Genève. 



XjE th^<Hime algébrique propose & dëmootrer ï la page 96 du 
2^me volume des Annota , peut £tre énoncé comme il suit : I^es 
différences de l'ordre m.**"" des puissances m.**"", des nombres 
■naiureis successifs tent une quantité, constante ; savoir : le pro" 



On pourrait prouver, pliu généralement, que si , èam unt Jonction mliin et 
ralionntlU du degré m, on substitue les Urnes ^tint suite dont tes n.""** di~ 
fértnees soient constantes , les résultats des subititutiùntjormeront une suite dont 
-Ut nm.""^ différentes seront constantes. 

(*) M. Servoîi , profeueur de mathématiqnM «ox écoles d'artillerie de Lsfôre, a 
Ruui adreué aux rédacleun des Annales une démonitration de celle rormule > HUM 
elle ne <ii8'ire cn^ rien de cette de M. Tëdcnat. ' ' 

( Kotts des tuteurs. ) 



y Google 



i86 QUESTIONS 

duit continuel des nombres naturels depuis Vunitè jusqu'à Vexpo- 

sant ni. ■ . - 

Celte proposition appartient \ la doctrine des ditti^rences finies , 
q'iH sert d'introduction aux calculs supérieurs. Je l'ai démontrée dans 
mon ouvrage intitulé : Principîorum calculi' differentialis eï inlegralis 
expositio elementaris. En travaillant de nouveau ce sujet, i l'oc- 
casion de la demande faite dans les Annales , j'ai établi la loi générale 
des différences de tous'les ordres des puissances semblables des termes 
successifs d'une progression arithmétique. Le théorème proposé devient 
ainsi ua cas très - particulier de cette doctrine générale. 

§• I- ■ 

Pour abréger et ponr faciliter le développement de ce sujet , ja 
^ rais d'abord établir quelques symboles. . >■ 

Je désignerai pat /P, ,/./>., /.i», ,//>.,.... /.P,., , /.P., 
les sommes dès produits de i, 2, 3,'4»-<<' ^ — i > 'i > dimen- 
sions , faits avec des lettres proposées cl leurs puissances. 

Les lettres proposées étant A^ , A^ , A^ , A^ , la somme de» 
produits de n dimensions y faits- avec «es lettres déterminées , sera 
-exprimée comme il suit :y.P^. A,.,..A^, 

Que les lettres qui composent ces produits soient au nombre àà 
deux scni^cnt^ on conservera cette symbolisation , en supprimant 
les points ttùi entre (*s lettres. Ainsi l'expression y;/*^. ^,^4 est 
celle de -la somme des produits de n dimensions ^ faits avec les deux 
lettres A^-M A^ (•). 

Sur tes différences premières. 

Soient A et A^ deux termes successifs d'une progression aritbm^ 
tique, des termes dp laquelle, on prend les m.*°"* puissances ; et les 
.différences premières de ces m.*°>*' puissances ; on aura 

(*) Ces 5ortei de fonctions ont Ai')k été con«i(l(-ré«s d'une manitre «pt'ciale pat 
VU de WronsU ^ ( Voy. soa jMrodiution à la philosophie dtt mothimati^uet , 
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={A —A)f.P.AA: 

* t fl»-l 1. I 

Savoir : un terme des difTérences premières des puissances m.*""' des 
termes, d'une progression arithmétique , est le produit de la difFë- 
férenee constante des termes de cette progression par la somme des 
produits de m— 1 drmensions , faits avec les termes dont on prend' les 
différences premières des puissances. 

s. 3. 

Sur les différences secondes. . 

Soient A y A y A ^ trois termes successifs dHine progression 
I • I • 
arithmétique , des termes de laquelle on prend les m/*"" puissances , 
et les diiTérences secondes de ces puissances > on a , par ce qui 
précède , , . i . '■ 

A— A ={4 —A )JS . A\A , 



pag. 65 ] il le* désigne par la caracléristique bëbraîque ( Al^ph ) i ainti 
exemple , la fonction . " 

que M. Lhuîlîer dëngne par 

ut dëaignëe pu M. de 'Wronski aisui qu'il suit : 

de wmèn qu'A gimit4 

/ ( Nott àtt éJHeurt. J 
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jf^j^={A —A )f.P ■ A A ; 
d'oik 

A'-îA'+A'^iA —A )f/.J' . A A -f.P .Aa\ 

I 1 ( tir n-l I « «-I • *ï 

[ {A^-i-A^"* A -\- — -^A A^+A*^*) \ 
I I » 1 I » I 



=(^ -A ) 



=i.3(^— .rf) \f.P . A A+A f.P . A A -hA/.P . A A -K«; 
4u enfin 

A — i^ -+--< =i^<-^ — ^ Y/.P . :// ...^ . 

1 * ■ ' * I m-i I ■ 

SaToir : un terme de dUFërences secondes des puissance) m/"** des 
t^on^s d'uoe progression arithmétique est le double du produit du quarré 
de la différence constante des termes de la progression par la somme dea 
produits de m— it dimen^ons » faitj avec les termes dont on prend les diiFé* 
rences secondes des puissances* . . 

Sur les différences troisièmes. 

Soient Af t Ax • A^ « A^ quatre termes successifs d'une progression 
arithmétique , des termes de laquelle on prend les m.*""* puissances* 
et les di^éiences troîâèmesjftces ptûssaoees. Oaa , par ce qui précède , 

A 
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d'où 



'J'—^a"+a =i.2iA ~j yjr . A^..A , 

) 11 s • «-I I • 

À —2.Â +a'=i.î.{A —a )'f-P^ ^ ~-^ ^ 

! — ^ A 7 



'A —3A +3A —A =i.2.( A — ^)'!/P . J..^ -/P . A...A ! 

4 1 » I , * I ( m-», « » "■-* I ») 

( A-a"") 

4 I 

+( a — a''')/.p a a. 

-K A —'a ""') /.p A A ■. 



.=i.i(A,—j,y 



+( A —A )/.P . A A 

+( a'- a' )/.p . a a 

A t ^4 t I 

+( A-A )f.P . A A ; 
OU enfin 

^ t » « » I , ">-J 4 I 

savoir : un terme des dtiîërences troisièmes des paîssances jn.*""* 
des termes d'une progression arithmétique est le produit . con- 
tinuel des trois premiers nombres naturels, du cube de la dif- 
férence constante des termes . de la progression et de la somme 
des produits de m— 3 dimensions, faits avec les termes dont onprend le» 
différences troisièmes des puissance». 

Tom, IL .37 
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.:'.'■ .srs. , , ■ , 

£n procédant continuellement de cette manière i on /parvient & 
déterminer les diil'ércuces quatri^es d*après la connaissance des 
dîJTérences troisîi^mes , puU les difTérences. cinijuièmes , et ainsi de 
suite. 

En général; soienfry^^ ,'vf,,j^, ,,.„.wy„, ^^^, ; n.-t-i termei suc- 
cessifs d'une progression arithmclique, dés termes de la<]ue]ïe on prei\d les 
7n,«'"«»paissances , et les (n+i )•'"•* dliTérences de ces puissances. Qu'on 
se soit assuré qu'un a l'équation - ' 

m n m n n—i H - n n— I "■ n m >" 

n ' n->, I * n--» • ~ » » I » »~ I 

* ■ » I ■ «t-R+ 1 n ■ 

' j'afRrme qu'on a aussi l'équatibn ' ' 

m u+I « , «+I ri m _ n+l n m «+, m^ m 

A 4 H — T':-^' — ....-j--— r-^ i A ^A 

n+i . » " * * 1-1 » ,=• I « • I 

-: =3i.a.'3...,n(^ •^A >/P'. 4 A . 

a ■ m-n n+ 1 t 

En effet * des deux équalions supposées vraies pour les termes 
A 



m 

j - 


■ 1, ' » " 






M 

A 
"1 




:+< 


= 1.2.3. 


..;„_,x^_^r 


\/.P . A 


^ 


-/J» . A 


= 1,2.3. 


...n{A -A )"f.P . 


A ... 


...^ . 









On a donc le théorème général suivant : 

âoît une progression arithmétique des termes de laquelle on prend 
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les ro.*""" puîssaneea et les difFérences n."°*' de ces puissances. Un 
^terme quelconque de ces dUréreiices est le produit contÎQuel des nom- 
bres naturels , depuis l'unité jusqu'à n; de la n.'^' puissance de la 
din'i^reace constante des termes de la progression , et de la joniine des 
produits de m — n dimensions j faits avec les termes des puissances, 
desquels on prend les dilTérences n.**"*". 

,£n particulier, soit m = n ; la somme des produit» qui forme le 
troisième facteur est l'unité i et partant , les difTérences de l'ordre 
wi.""* des, puissances 771.*"" des termes d'une progression arithmé- 
tique sont une quantité constante : savoir > le produit continuel des 
nombres naturels depuis l'unité jusqu'à ^ , et de la puissance m/*"* 
de la difFérence constante des termes de la progression. 



Solutions du problème de statique proposé à la 
page 96 de ce volume; 

Par M. D. EKcoNThE , professeur , doyen de la faculté des 
scieuces de l'académie dé MoDtpèllier; 

Et M. B.OCHAT , professeur de mathématiques et de 
navigation à St-Brieux (*). 



JNous _aUons comprendre ces deux solutions dans une rédaction uni- 
que , en faisant remarquer toutefois les différences , très-légères d'ail-_ 
leurs , qui les distinguent. 

PROBLÈME. Une table horizontale , non pesante , àe forme 

(*) M. Tëdenat ■ aussi remis aux rëdactcun des jinnaUt quelques nulas relalJtM 
à ce problème ; elles rentcent , quant au fond, dans les toluliotia dont on ■*» 
rendre compte. 1 
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^uelcornfUê , posant , par des points déterminés , sttr trots piliers 
verticaux , susceptibles , au plus^j de résistances respectivement re- 
présentées par F , F' , F'' , et tju'on suppose données ; on demande : 

1 ." Quel est te plus grand poids que puisse supporter un point 
déterminé quelconque de la table ? 

2." Quels sont les points de cette table qui peuvent supporter 
un poids donné quelconque P ? 

3.*" Quel est le plus grand poids que la table puisse supporter ? 

4." Enfin quel est le point de cette table qui peut supporter^ ce 
plus grand poids ? 

Solution. Soient y, y , ^', ( ^6* 7) '^* points respectifs de la 
table où rëp6ndent les piliers dont le» forces sont F , F' , F" ; soit 
P un poids place en p , et cherchons comment la pression qu'il 
exerce en ce point se répartira entre les trois points d'appui _/",y ,y. 

Pour cela , formons le trianglç J/^J'^ i et , p^ /*.•*■ *^ *om- 
fnets, menons des droites se terminant aux côtés opposés en q ,q^ , q". 
Soit décomposa le poids P en deux autres situés en y et y , il ne 
s'figira plus ensuite quç de .décomposer ce dernier en ideux autres 
situés en f yf. Mais comme, au lieu de décomposer, en premier 
lieu , suivant fq , on pourrait d'aborB d^omposer suivant J^ q' ou 
y. q" , il s'ensuit qu'on peut obtenir trois expressions différentes de 
chacune des pressions exercées en y, y , y. En les égalant entre 
elles y on obtiendra , entre les parties de le figure , diverses équa- 
tions qui , par leur combinaison , donneront jiaissance à plusieurs théo- 
rèmes de géométrie parmi les^juels M. Rochat remarque le suivant. 

pifi'f'<i"+pi'-f'ffy+rfM'i'=Mi'f'i"> 

on peut y ajouter encore celui-ci 



- fV j_ t"i [■ 



T<i" -. 



Jq fqi J'Y 

En désignant par *, $', */', les pressions exercées eny,y,y', 
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rupecUremeiil, leun expressions les plus simples Mront les suirantes : 

' /f ' ' fi' ' fi" ' 

ce sont aossi celles qu'adopte M. Hochât ; mais M. Encontre remanjiie. 
qu'à cause des triangles de même base , en désignant par T l'aire du 
triangle fff , et par < , *' , t" les aires respectives des triangles 
fpf'.f'pf.fpf. on a 



ri _ ' 




M" "". 


d'où risulle 






*=i'4. 


*'=P.;. 


♦"=J'-Y' 


et cons^quemment 







*:*/:*/'::/:/':/". 



I. Ces préliminaires établis , si le point p est donné , et qu'on 
demande la plus grande valeur qu'il soit possible de donnej;, à P ^ 
cette valeur sera limitée par les trois inégalités 

*</■, *'</'', ^t<F"^ 



ou encore 

r tp - ■ m 

le signe < n'excluant pas l'égalité , et deux . de ces inégalités étant 
jiéceàsaircment' comportées par la troisième. Aùosi il faudra prendre- P 
égal à la plus petite des trois quantités 
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t * C * If 

II, On peut supposer , en second lieu , que c'est le poîds P qui 
é$t donn^ , et qu'if s'agit' de déterminer quels sont tous les point* 
p de la table qui peuvent le supporter. Dans ce cas ,« les mËniei 
inégalités doÏTent encore avoir lieu, k la fois. 

Si l'on désigne par d , d' ^ d" , les distances respeetiv«s du point 
p aux ATO\\ai ff , f'f t fp y et pari?, i^, i>", les distances des 
points f, f , _f' y aux mêmes droites;"! cause des triangles de mêmes 
bases , on aura 



substituant ces valeurs dans les inégalités ci-desstis , on en tirera 

ÏP F» Vn 

d<D.- , </'<D'.- , J''<D".-. 

A- des distanèes de jy^' , f'f, ff ( fîg. 8 ) , respectÎTement ëgi- 
F F F" '. ' 

les 11 J5 . — , ■D' ■ — » -D" • ~ô * *t *1>* *^^^^ <^* l'intérieur du trian- 
gle , soient menées des parallèles wi'm" ^ m^'m ,mm' à ces cotés. Le 
point p s&i as^QJéti , par la première condition à être entre J^J" et 
in'm" y par la seconde à être entr^ J^'J" et m"m , et enfin par la 
troisième i être entre-^/J" et mm'* Ainsi on «e pourra prendre pour 
le point p que l'un de ceux du triangle mm'm" (*). 



(*) Noua aaisiiSHu cette occasion de remarquer qu'en général , de même que l'équa- 
tion y^=ax^-fi exprime tou Ici points d'une droite indt'Hiûe , tracde sur un plan , 
le* im^alit^ jr>«*+A , jf <o*-(-i expriment , l'une tous les points du plan de celte 
droite qui tonl situas au-dessus, d'elle , et l'autre tous les points de ce plan qui <ont 
lilués au-destoiu. De même des deux înëgilités S*-^*<r> , x*47''>''* i ^ première 
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, .Sî le triangle mm'm" , au lieu d'être tourne en sen» inverse du trlau-,. 
gle ^J" y ëtaît tourné dans le même sens que lui , le problème se- 
rait impossible , puisque alors le point p serait assujéti à se trouver 
k la fois dans les trois espaces déterminés par chaque côté du trian- 
gle mm'm" et par les proloogemeos des deux autres au-delà de 
celui-ci. 

m. Quant an plus grand poids que la table puisse supporter, il 
est clair qu'il ne saurait surpasser la somme des résistances F, F' , 
F" ■, puisque, dans l'hypothèse contraire , l'une au- nwins de ses com- 
posantes surpasserait ta résistance qui lui correspondrait. 

IV. Ce plus grand poids doit donc être égal à F-^F'-\-F" , et ■ 
il est aisé de déduire de ce qui précède, qu'il ne peut être appliqué 
qu'en un jioint unique qui ^'est autre que le centre commun de gra- 
vite des trois forces F , F' ^ F'*. Alors aussi le triangle mm'Tn" sa 
réduit à un point. 

M. Encontre termine par observer que, quand même la table se- 
rait supposée pesante, le problème .n'en serait pas pour cela plus 
dlfiicite , pourvu que l'on connût son poids et son centre de gra- 
vité ; il est clair , en eHèt , qu'en décomposant ce poids en trots 
■ autres appliqués taf, f ,f' , et prenant seulement pour F , F' ,^F" ^ 
non les résistances des piliers , mais les excès de ces résistances sur 
les portions du poids de la table qui leur correspondent , le problème 
SB trouverait réduit au-«a« oà-4a'taUe-est-flan«~-peMmte«rr— - — 

efpriine loui le« poinU d'un pldn qui sont intërieura à un cerclé , et la seconde tous 
ceux qui lui sont e^l^rieurs. 

Caprès ces coiisidéraiîons , qu'il est facile d'appliquer à l'ëiendue k trois dlmen- 
lions t il est aisé de voir qu'il n'est aitcuoe portion d'étendue limitée , en tout ou en 
partie qu'on ne puisse parvenir i exprimer analitiquement , par un système d'équf 
tïons et d'il) légalités considérëetcoiniiifi xfxal- liau Ji la foi* ; ainsi , par exemple , un 
irc de cercle a^'ant son centre i l'origine sera exprimé par le sj'stèms 

( ZYoM du éàUtun. ) 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Froblèmes de Géométrie. 



L A un polygone donné, inscrire un autre polygone de m£me 
nom dont les côtés soient respectivement parallèles ^ un même nombre 
de droites données de position ? 

II. Trouver le plan sur lequel projetant «-thogonalement un trian- 
gle donné , ,»a projection soit un triangle semblable à un autre triangle 
donné ? (*) 

Théorème de Géométrie. 

Dans tout quadrilatère , plan ou gauche . la somme des quarrés des 
deux diagonales est double de la somme des quarrés de deux droites qui 
joignent les milieux des côtés opposés. 



(*> Ce problème K trouve résolu , pour le cat particulier où U projection doit 
étra un triangle ^uiUUral f dans U Cormponianee tur tiealepolytechmqut ; ton* 1 1 > ' 
■•• i.** , page ao. 
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■■': 'VAÎ^ ALISE ÉLÉMENTAIRE. 

Recherche directe dif terme général du, développement 
I -. Sun4 puis.sançe f^uelcQn/jue dun_ polynôme; 

, Par ]VI. GergoknÊ. . 



JNKwVoii a donné, pou? le développement d'one pûiuance quel* ' 
'coiiqbé- d'un binooie , une foimnle qui, k raison dé son împorlanca 
'6t de Ia':irialtitnde'd'app|icatiioiis' dont elle est susceptible, doit être 
'considérée comme un des peints fondamentaux de l'analise algébri- 
que. Ce grand géomètre ne parvint i cette formule , résultat de sis 
-ftttn\^e$ 'recbeFcbes-,' que par une simple induction ;et Clairaut est 
le- premier, 'je croiïi j qui ait tenté d'en idonntn- une démonstration 
'pi*oprftti'ent' dite^'On a' ajouté' déduis àccette démonstration quelques 
perfectîontiéitiens ; tendant à la rendrc-'plus rigoureuse ; mais elje est 
demeurée la "méitie quant an- fohd; et touj' ceux qui , dans ces der- 
c xtiees temps ,'' ont écrit des élédiens d'algèbre ont pensé ne pouvoir 
'-ri^n faire' de^plus çdnveriablef iqoe de t^d«pt«r.' On a aussi élendft 
''4a .formule de IViwton' audévelopQéhieht des puissances des bdlyno^ 
' m^ ' d'un nombre -Aé ■ termes ' qu^onqqea y et ■ on a pronré enfin que^, 
lien qne les raisonaoan^n^'^ui-y-condtiiseDt, supposent ossèntielleÉieqt 
qiie l'expo&ant de la puissance est un nombre entier positif, elle peut 
néanmoins' être -appliquéer^ en toute-contïance:, au développement des 
-■ puissances ' fractionnaires et néga|rres (*) , et même à celles dont l'ex- 
' posant^estûqcOn^eiuuTïhle- ou .imaginaire ("*). 

. (*) Voj. .y Compléibtm f4l^r« de M. Lacroix. ' 
(**} Vo^. lei notes i la fin du i.*' roi. de X'Introâadiou au eateul àifftrf*- 
Tom, IL 28 
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Pour siÙTTë cloQc , dan$ ceU^ -recherche d'aDalU£> la méthode g^ 
néralement admise 'aujourd'hui , on est d'abord obligé de déterminer 
quelques - formulei eppart^ant j la théorie des permut^it'ons et des 
combinaisons. On forme ensuite divers produits de facteurs binômes 
ayant tous le même premier terme : un examen attentif de ces 
produits conduit' bientôt à faire soupçonner une loi générale i la* 
quelle ils paraissent devoir Âtre. assujettis, quel que foit le -nombre 
de leurs facteurs ; et l'on parvient en effet à justifier, par un rai- 
sonnement rigoureux , cet aperça fourni par la simple inducdon. 
Supposant enfin que les seconds teripes des facteurs multipliés de- 
viennent égaux y et faisant subir 3U résultat d'abord obtenu les mo- 
jJificatioBs qu'entraîne cette circpnstance « on arrive ainsi à la fonnnle 
rde Newtnh » de laquelle on peut déduire ensuite, l'expression du terme 
général du; développement d'une puissance. quelconque à^an polynôme,; 
alors , seulement , oo' se troiive en état d'écrÎK ce dàr^oppemeiit 
tout réduit. - - 

Cette marche d'ailleurs très-rïgoureuse * est.,, comme on le voit , 
«sses longue et peu naturelle; car, outre qu'U' semtde plus direct 
et plus élégant de considérer leà bîtiomes comme des'Èasi partieuUf» 
des polynômes , que de déduire Ides-premiers- ce qui- est relatif aux 
-derniers , la supposition de l'inégalité des seeeeds ternes des binômes 
que l'on molliplie, supposition tout-i-faït étrangirei h. la ques^)^, - 
ne pauf tendre .qu'à enc'ontpliquer ila solution j pulsqu^en gtoéi:»I'le 
résultat d'un calcul, est d'autant plus eompUqaé qall y«Btreun plus 
.grand. nombre d'élénteits inégaux^ Aussi aurive-t-'il qlie,dans'la plu> 
part des traités d'algèbre, la formation des puissances et l'eitraction 
des racines des polynômes , au lieu de siiivre imlné^atement leur 
multiplication. et leur division, comme Ja filiation des idées. sCmU^rait 
l'exiger i sont présentées beauemip plus Idn, :pancei qu'on les fait 
dépendre de la formule du Binôme Je 'Ntitton dont,. ià 'raison des 

tiel d'EiiUr , traduction de -M.- Lsbey/ Voj.' auùi te C«bvf itt /onctions d» VL 
~L«gra)ig«» leçon lïi.* 
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liâiigueurs et des difficultés (|u'6ntraîne sa techévtiii, on croit devoir 
faire un objet i part, une espèce dtf hors-tTaufre. Souvent même ob 
ne dit absoluioeïnt lico* dans ces sortes d'ouvrages, du développement 
des puissances des polynômes de plus de deux termes. 

Toutefois, s'il n'y avait, pour parvenir au but, d'autre route que 
celle qui a été tracée par Çlaliaut, quelque longue et quelque dé- 
tournëe qu'elle fût, U faudrait bien' nécessairement s'y assujettir. Mais 
si, par une voie plus courte, plus facile et non moins rigoureuse, od 
peut parvenir directement au terme génëral du développetnent d'une 
puissance quelconque d'un polynôme, de' quelque nombre de termes 
qu'on le suppose d'ailleurs formé , U n'y a point de doute qu'alors 
cette voie ne doive être préférée', et que le développement des' puis- 
sances d'un binôme ne doive être considéré que- comme un cas par-' 
tîculier du résultat général qU'on aura obtenu. 

' La méthode -.<}ue je nis: exposer ine paraît rém'u- ces avantage^. 
Ce n'est qu'après m'étre assuré, par tine expérience de dix années 
au moins , qu'elle n'est pas plus au-dessus de l'intelligence des corn- 
mençans que tant d'autres ' théories qu'on est dans l'usage de leur en- 
seigner, que je me suîs 'déterminé à là' rendre publique. 

Pour ne rien emprunter d'aHteuts , }e m'occuperai d'abord de la re- 
cberche de la seule fosmule de la thterie des permutations qui me 
soit nécessaire pour parvenir i mon: but. Je le fais d'autant plus 
volontiers, <jue les recherches de cette nature ne me paraissent pa* 
exposées d'une manière assez De.tte dans la plupart des ouvrages des- 
tinés à l'enseignement. 

I. Soient a, B, c,^..'. .., de» lettres toutes différentes les nne» 
des autres, au nombre de m^ et' proposons-nous de déterminer de 
combien de manières elles. pe^uvent itre disposées enl^'e elles , oi) > ce qui 
revient au. ra^«>. chereboas'cMnlMn elles peuvent fovirnir de mots 
différens , de m lettres chacun. ' 

Soient, pour cela, désignés respectivemenl par 
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les nombres qm exprimeot combien on peut faire ie nfoU au œoyeR 

dus divers arrangcmcfls de diiTérentes lettres «u nombre dé t 

■ m ,' m- — r , m — ^3 , 3, a, ij 

on. aura ëvldemment JI/, = 1. 

Cela pos<^ , il est clair que , dans la totalité des mots de m lettres, 
chaque lettre devra. Qccuper à son tour la dernière .place j et qu'il y 
9ura autant de ces mots, terminés par l'une quelconque de ces lettres 
gu'il y aura de manières de disposer Ie;s. m-i autres à sa gauche' ou , 
ce qui revient au même , autant que. 771-1 lettres peuvent fôumif 
(Je mots difljirens. .■■■;, 

Il suit de U qu'on doit avoir, «intre ,M„ et M„., ,' la relation 
suivante _ ■ . 1 .i ■■ ' 

«t,' eotnme' celte' relation est indépendante de ^a grandeur de /n, oit 
pourra écrire' «uccessivement . > -, . . 



■ • ■ ■ Jtf. =•■ 1 - ■ ; : ^ 
A'oti. on conclura, sur-le-champ, par 'la multiplication et la suppres' 
«ion des facteurs communs aux deux'membres de l'équatîon produit 

JH„— 1.2.3 (tH— 1)J7Î.'(*) 

(*) CeUe manière aueE simpU et asseï nette de parvenir au Wpeut être appliques 
ayec avantage i une multitude d'autre» rctherchéif d'iCm'titie geiîrè. ■ ■ 
' Que f on propose , par «Kenple , ie^étérmimer le montre Jtt mot* dhtintU , iê 
nleltw ehacan , que Von peut former avec m-.ttUrev d9imiei\, .touUs âiJjiretOtj 
let unes des autres ? Pour y parvenir , aoieat iingaé» respectivement par 

M,, M,, M,, m^,. M,.,, Jf. , 
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II. VoiU pour je cas où toutes les m lettres sont illiFërentes les unes 

des antres. Concevons maîntenaiU que plusieurs de ces lettres , au nombre 

lei nombres qui cxprimeDt combien avec les m lettres données on peut former de mota 
dont le nombr* dés lettres soit 

I, 2 , 3 Ji — a , n— I , n ; 

•n aura évidemment M=m. Concevons de plus qu« les mots de n— i lettres soient 
déjà formé»; si l'on écrit ïuccessivement , i la droits de chacun , chacune des m-^{n — i) 
ou m — R'-^i lettres qui ne s'^ trouvent pas , on formera évidemment m— n-^i fois 
autant de mots de n lettres cluicup qu'pn en avait d'abord de n— i lettres. Je dis 
de plus qu'on Formera ainù tout les mot* de n lettres que peuvent fournir les lettres 
données , et qu'on ne formera chacun d'eux qu'une fois seulement. 

Cette dernière assertion se prouve en faisant voir que, û l'on compose.au bâ- 
tard un mot de n lettres , prises parmi les m lettres données , ce mot doit se 
ttvuvcr , et se trouver une seule fois parmi ceux ^'on aura formé. Or , soit 

gla ^^P y 

le mot de n lettres dont il s'agit; puisque, par î'hjpotbèse, on avait, une fois seulement, 
tous lei mots de n— i lettrsa , on devait avoir et n'avoir qu'une fcvs le mot 

gla..*. ..dh y 

ne dilTérant du précédent que par la suppression de la Ultrs p ; puis donc qu'on 
* écrit , et qu'on n'a éciît qu'une setde fois à la droite de chacun , chacune de* 
lettres qui n'y entrât pas, on a dd écrire, et n'écrire q^tme fols la lettre p à la 
droite de ce dernier ; on a donc formé l'autre, et on ne l'a fon&é qu^une seule fois. 
D'après ce qui précède , on doit avoir , entre J>7„ et M^ , , la relation suivante : 

et , comme celle relation est indépendante de la grandeur da ri > on pourra écrire 
successivement 

. M„ =(m— BH-l)J(f„_, , 



Jlf, = m 
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de » se changent toutes en a'y il est clair qu'alors tous les mots 

où les antres lettres se trouveront occuper les mêmes rangs respec- 

ffoA on conclura , sur-le-champ , par ta multiplicalion et la suppre«tion des fac- 
teun coinmuiu aux deux membrca de l'équation produit , 

M„ =iïi.(in— i) (m — B+2).(m — n+i). 

En Taitant , dans celle Tonaule , iivr=n , et renversant , dans le second membre » 
il vie Ht 

j|f„=i.2.3 «; 



formule des permutations, d^monlrëe dans le texte. 

A l'aide de ces deux formules , il est facile , comme l'on sait , de r^Mudre cette 
question ; Combien , avec ta nombres donnés, tout différens Itt uns des autrtSt 
ptvt-on faire de produits distincts, de n facteurs chacun ? Mai» M. A. OUive ,_ 
ancien ëlive du Ij'cée de Nismea , est parvenu k résoudre directement cette der- 
nière «question par les considérations suivantes qui me paraissent assez simples» 
' Soient représentés respectivement par 

i», , P., P, , P^. , P„., , P„ 

les nombres qui expriment combien, avec-m nombrea donnas , tous différera les 
uns des autres , op peut faire de produits dont le nombre des facteurs ka exprimé 

I, 2, 3,......n— a, B— I ,- b; 

oh aura évidemment P,^3R. Concevons de plus que tous les produits de n— i (ac- 
teurs soient dé\^ formés ^ et'qu'on introduise , tour k tour , dans chacun d'eux, dtscuK 
des m — n-t-i facteurs qui n'^ entrent pas ; on formera ainsi des produits de n facteurs 
dont te nomlire sera m-^>^i fois pins grand que celui des produits de n^t facteurs 
qu'on avait d'abord ,- je dis de pins que, par ce procédé, on aura form^nfois cbacna 
des produits de n facteurs. 

Pour prouver cette dernière aswrtion , il suffit de faire voir qu'un id produit , 
composa au hasard, se trouve n fois parmi ceux qu'on aura formé : or, c'est U 
■ne chose facile ; car soit ee produit 



..g^^ ; . 



M l'on en âte successivement chacun de at* n facteur* , on formera lei n produto 
de n^l factenn que voicî : 
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(iVniMMt , M nEduiront à tm nwt uni^o : or , U y «on Autant de 
■CES mots, pour un arrangemeat Aataté des lettres demeurée& inégales, 
qu^il y a de «^aoûères de permater eiltre elles les lettres qu'on sup- 
pose être derenues égales; mais ce nombre est, d'après ce qui pré- 

iic..* g-^Jt , 

ax....: gA.k , 

«•^■«^ «■.* . 

ai^, gji ; 

IflMpdt Jevaient Mtoonrer y une fus chacnn , pamv ceux dont il a ixi question À- 
dcMui ; pui* donc ^on a dd introduira U lettre a i «on tour dan* le premier , U 
lettre b i «on tour dan* le «econd , et aùuî' de anite , on a dA former n foia le 

produit aA^ ff-AJt > et on en peut dire autant de chacnn des autres, 

TKvfiStat» comUéntioni, on doit aVôif} entre P^ etP„_i , h rdatîon ininiAt 

•l,«aMM ecM ration eit faidépendnue de U grandeut de »> on peut fcrira 



aP, = (m— i)P, 
iP. = m 



i^^vt coudant *iir~le-champ , par la moltiplicatîoa âli nq>preiMindet £Ntean.~ 
comwuu aux deux meail>reB de l'ëqualion produit f 

1.2.3 nP„==m(m— i)(ni — 2) (w— n+i) » ' 

et par eoaiëtpient " -, 
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.cède, 1.2.3 », et doit conséquemment, dans le cas présent, ie- 

Tenir diviseur de la formule cî- dessus; et, comme le même rai^ 
sonnement ;est applicable h tout autre groupe de lettres devenue» 
pareilles, on peut établir généralement que, si l'on a x lettres pareilles 
à 4, ^ lettres pareilles it. b^ y lettres pareîlles.ii Cr et ainsi de suite-, 
de manière qu'on ait •-f-^-hj'-l-*. ••='" , le nombre des divers ar- 
rangemens dont ces m lettres seront susceptibles, aura pour ex- 
pression 

I.2.6..:;..;..-.;.-. ....(mi-ii)n. 
(A) i ^ — ; 

c'est là, par exemple,' le iMHnbre-qui exprime de combien de ma- 
niëres différentes on peut ëciîre » les uns à côté des autres , les 
facteurs, du monôme ' ' 

«•^<:'' i 

si touteîois on a «-f-^-|-y+-... ..=:/7i. 

111. Ces prélîmioaires établis , qu'il soit question d'assigner la forme 
du développement de' («H-i+i>+-.....+r )*, ou plutôt celle deson 
terme -général^ lemoyen le plus. naturel de parvenir à' ce .dévelop- 
pement , si l'indétermination tant de m que du nombre des termes 
de la racine ne le r«Adait iniprallcable , serait de multipKer le poly- 
nôme a-f-i+tf+...t.+r .par lui-même; m-i fois.' Concevons néan- 
moins que l'on procéda de .cette, manière; mais que, pour éviter 
des réductions qui ne laisseraient , dans les coelEciens des termes 
réduits , aucune trace de leur origine , on convienne , dans le cours 
des multiplications àc monôme k monôme qui doivent ctmduîre au 
.dernier résultat, d.'écriré constamment la lettre multiplicateur à la 
droite du terme multîpKcande, tout comme on le ferait si les e'x- 
posans n'étaient paç d'usage | et qu'en outre on ignori^ qu'il est 
permis, dans une multiplication , d'intervertir k volonté l'ordre des 
facteurs (*). Alors, comme on n'exécutera aucune rédaction, il est 

(*) Je dois la pMini^td^e de cemoyen d e iMm oretratioa k M. Lavernède qui^ 
d«puja loag-teinpa , eh fait luaj^ pour parvenir i la formule du Binomcr 
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sîsë de voir qu'en désignant par n le nombre des termes de la racine , 
te premier produit aura n* . termes de 2 dimensions, le second en 
aura n* de 3 dimensions, et ainsi de suite, en sorte que la puis- 
sance cherchée sera un polynôme homogène de m dimensions ayant 
n" termes, sans coeificiens ni exposans ,~ et dont les termes seront 
formés de lettres prises parmi celles du polynôme proposé , et Suites 
une ou plusieurs foisr 

Je dis présentemëht que ce produit conUendra , une fois seulement, 
chacun des mots- de m lettres qu'il est possible de faire, en n'y 
employant que des lettres prises parmi celles du polynôme proposé , 
et répétant chacune d'elles autant de fois qu'on voudra. Soit en efiet 
formé , au hasard , un pareil mot , et soit ce mot 

diia. .... -gûcl 'y 

d'après la manière dont on suppose que les résultats successifs ont 
été formés , pour que ce mot ne fît pas partie du dernier prodiût 
ou s'y trouvât plusieurs fois > il faudrait que le mot 

dbha .gac 

ne fît pas partie de l'avant-deroier ou s'y tronvAt pluueurs fois; par 
la même raison, le mot 

dlha \ga 

manquerait dans le précédent *ou s'y trouverait plusieurs fois , et , 
en continuant ainsi, de proche en proche, on serait ' conduit «l coa- 
clure, contrairement i l'hypothèse', que- la lettre d manque daos le 
polynôme proposé, ou s'y trouve plusieurs fois. 

Rendons présentement à chacun de ces termes la forme ordinaire j 
J'un quelconque d'entre eux deviendra 

a'h^cK..„y 

avec la condition «-f-iH'vf'* =n*{ mais il ne sera plus alors 

seul de son espèce, d'autant que ceux qui, jusque-là, ne dureraient 

de lui que par la disposition des lettres , lui deviendront absolument 

Tom. IL 39 
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semblables ; et , comme le dëreloppement renfermait , aranl d'avotr 
subi la modification dont il s'agit ici, tous les mots qui pouvaient 
être formés de cette manière , et ne renfermait chacun d'eux qu'une 
fois seulement , A s'ensuit que ce dëveloppemeot , ainsi modifia , 
renfermera autant de termes pareils à celui que, nous venons d'écrire » 
qu'il y a de manières de disposer , les uns à côte des autres , les 
facteurs dont ce terme est composé ; il faudra donc , pour faire la 
réduction de ces termes, n'en écrire qu'un seul, et lui donner pour 
coenicient la formule (A), à laquelle nons sommes parvenus (II). 

Le terme général du développement de (a+J+r+ -hr)" est 

donc 

'-'-^ " ^'^^^....i 

i.a . . . «Xi^. . • . ^X.1.2 . . . . vX • • - • 

et on en déduira tous les termes de ce développement en y admettant 
successivement, pour a, fS,y.,.,., tous les systèmes de valeurs en- 
tières et positives , j compris zéro , qui pourront satisfaire à la 
condition 

-+i»-|->H- ~r"- 

TV. Si l'on suppose actuellement que le polynôme a'\-b+c+....+r 
se réduise au bînome a;-+-a , le terme général du développement de 
(^r-f-a)* sera simplement • .. 

. I.3.3.... . i . . m - 

la^. . . . «xi*a>3. • t • ^ 

avec la condition m+ii^m. Soit changé |) en n , on aura «an»— nj 
ce terme général pourra alors être écrit comme il si|it 
mCm— I)Cm— a) . 



I . a . 3 ... 


.. ,a . 


(m— nj... 3.3.1 


en réduisant. 






n m—i 




•-.m— n+ïj„^„ 


I 2 


n 



e'estUt le terme général conaii de la formule du binôme. 
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"V. On pâat, au surplus, parvenir directement à ce dernier résul- 
tat, sans rien emprunter de la t!i<forre des permutations et combî- 
naîsoQS. Il suffit, en cfliït,'de former les premières puissances dtf 
binôme x+a pour être conduit à soupçonner que , dans toute puissance 
de ce binôme, le coefficient /d'un terme quelconque pourrait bien 
être le coefficient du terme précédent multiplié par l'exposant 
de X dans ce même terme , . et divisé par le rang qu'il oecupo 
À partir du premier. 

Cette observation- «ne fols faite, il nJest plus question que de 
changer en certitude le soupçon auquel elle conduit. Pour cela, sup- 
posons que la loi dont il s'agit de ptouver l'existence, se soutienne 
jusqu'au développement de (jH-a)**' ; il est aisé de voir qae> dtuu 
celte hypothèse, ea faisant pour abréger 

' wi^t m— a m— B+i _ 



trois termes généraux consécutifs de ce développement sextmt 

» n R4-t 

Pour passer de I^ au développement de («+«)•, il suffira d'exéco.ter 
ia multiplication par J^+o j or il est aisé de voir que le produit de 
cette multiplication renfermera les' deux terme» gteàiiux consécutif 
que voici 



+^» +P. 



lesquels deviennent, en réduisant ,-, 

P.— flBjfW-ll+P," . Ïi!2flB+lj».».» 

un» ' 

et stmt ^îdemmeot aieore assujettis à la même k>i. Cette loi c 
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tera donc pour la m"* puissance, si elle a lien pour la (ift-i)"**; 
et, puisqu'elle se vërifie pour les premières, on en doit conclure 
qu'elle est générale j le terme général du déTeloppement de (Jf+a) 
.est donc 

n 

6a, en remettant pour P sa valeur, 

m m— I m— n+i _ 

- . _ -~ 0":^^' ; 

1 3, n 

c'est-à-dire, le même que ci-dessus. 

Parvenu ainsi au terme général du développement de (.a>+-<ï)", îl 
est facile d'en déduire celui du développement Aft(a-\-h-\-c-\~.>.,+r'f* ^ 
duquel t par une marche inverse de celle que nous avons suivie 
dans ce qui précède, on pourra èdnclure lés diverses formules de la 
théorie des permutations et combinaisons. II est très-utile à ceux qut 
étudient les sciences , d'apprendre à parcourir ainsi , en divers sens , là 
chaîne des propofitlons dont elles se composent. 



Méthode facile pour evécuter le développem&it def 
', ; puissances des- polynômes ; 

Pour foire suite à Varticîe précédent ; 
Par M.Thohas-Lavehhèd]^ 



I. J_/AN5 le mémoire qui précède, M. Gergonne est parvenu, 
d'une manière simple et élégamë; au terme général du développe- 
ment d'une puissance quelconque d'un polynôme. Je me proposé 
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ici de donner des règles faciles pour eiTectuer ce dëreloppement d'après 
la connaissance de soa terme général. 

a. 11 Tient d'être prouvé que le terme général du déreloppement 
de («+i+f4-£?+ .)-' est 



i.a3 (m — aXnt — i)»» 

l.a. . «Xi.3 . W-a- • rki-a.-. *X . . 



an^c*d>... 



•Tec la condition «+/>+H-H- ="»» or, ce terme peut être 

4cTit comme il suit : 



i.a.3. . t . «.(H-i) . •. tm— 3)()w 



et deyiendra conséquemment , en réduisant , 
"»("■— I) («+a) C«+0 



fl-i^cV* . 



Mais, par ce qui précède, on a 

U viendra do&c> en substituant, 

mO" — i)(m— a).... ;.. .<m — jS — >—*—...:. +i) 

■.3...^Xi.a».yXi - a iX 



h^c-^d*..,» 



^c^d^, ... : fl*-^->^'' ■» 



ce qm fournit la règle suivante : 

Le coefficient dtun produit quelconque des lettres a, b, c , d,..;: 

dans le développement de (a-i-hF4-c+d+ .)" est une fraction 

qui a pour numérateur le produit Sautant de termes consécutifs de 
la suite m, m — i , m— 2,.... qu'il y a ^unités dans la somme 
des espoeans des lettres qui multiplient a , et pour dénominateur U 
produit d'autant de termes consécutifs delà suite naturelle, à partir 
de l'unité , pour chaque lettre qui multiplie a , qi/il y a d'unités 
dans ^exposant de cette leUre, 

3. Concevons pr&entemeat que le développement sdît * ordonné 
|tar rapport à a , et considérons , comme un terme unique , l'ensem" 
ble .de tous ceux qui sont aifectés d'une même puissance de cette* 
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lettre. Dans Ift ff."' terme, «"«-"+' sera multiplW partons les pro- 
duits de n — I dimensions que l'on peut faire avec tes lettres h, Cy 
â, ; et, dans le (n-^-i)"*', o"-" sera multiplié par tous les pro- 
duits de n dimensions que l'on peut faire .avec ces mêmes lettres. 
Or, en supposant déjà formes les produits de n — i dimepsloos que 
peuvent fournir les lettres 3, r, rf,...., il est évident qu'en les 
multipliant par ^, on aura tous ceux de n dlmeoslons qui doivent 
contenir pette lettre comme facteur ; et- on aurait de même tout 
ceux de n dimensions qui doivent renfermer la lettre r, en les 
multipliant par cette dernière lettre , au lieu de les multiplier par h\ 
mais, comme parmi ces dernier», il y aurait des produits qui ren- 
fermeraient le factt;ur b et que ceux-ci «ont déjà déterminés par 1^ 
première multiplication , il est clair qu'en multipliant par c , il faudra 
opérer seulement sur les termes de n— i dimensions qui ne con- 
tiendront pas le facteur i; réunissant donc les derniers résultais aux 
premiers, on aura ainsi tous ceux des termes de-n dimensions dans 
lesquels doivent entrer les lettres è et c. Par un semblable raisonne- 
ment on trouvera qu'en réunissant à ces termes les produits par d 
de tous ceux des termes de « — i dimensions qui -ne renferment ai 
^, hî £ ; les produits par« tous ceux qui ne rehfermentni 3 , ni r , ni J, ,eV 
ainsi de suite , on parviendra à obtenir tous les produits de a dimen- 
sions qu'il est possible de faire avecles lettres i, c^ d, Nous 

déduiroàs de là la règle suivante pour former le (nH-i)"" terme de la 
m."« puissance du polynôme a-\-h-^-c-\-à+ , ordonnée par rap- 
port à o, lorsque le «."• terme de cette puissance est déjà connu. 

Multipliez par — tous les produiis des lettres a, b, c, ... qid 

mirent dans h n.*"" terme , par — tous cens des ces produits ûvi 

»e contienoent jyas le facteur b , par— ions ceux de ces mêmes 

produits fui ne eenttennenl ni h y ni c , par ~ tous ceux ^id 
&e contiennent ni b; ni e , ni d , e( ainsi de ' suite ; enjîn , dennei 
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à chacun des produits obtenus le coeficient ^ue lui assigne la règle 
prescrite (a). 

Cette règle étant g<^nëni1e , et le premier terme du développement 

de {a-jrh^o~k~d-\- )"" étant toujours connu et égal à a"; il est 

évident que son application fera trouver successivement tous les au- 
tres ; elle suffira donc pour développer (a-|-è-|-£>4-</+ )"* en une 

suite de monômes. 

4- Examinons -présentement^ d'une -manière plus, particulière , la 
loi que suivra le développement ; et, pour cela, considérons un pro-' 

duit quelconque b^c'^d ^in-fi~y-i-... j^,^ lequel, jS, y, *,.... 

étant des nombres entiers ou zéro, on ait ji -f v-\' J-4- _ ffi. Si 

.nous supposons la somme iM-y-Hj-h constante efégale à «, 

quelles que soient d'ailleurs les valeurs particulières, des. expotans 

A, vt j-, ; il est visible que b^c^d'....a'^'" sera l'expression 

générale des produits des lettres a, i, c,.,.. q^ui doivent entrer 
dans le terme du développement de (<i-+-i+fi+</-l-. ....)* dont le 

rang est désjgiié par iSH-r4"M- .-4-i ou n-i-i. ôr; nous avons 

TU (2) que le coefficient de b^c*'d'..,,.a'^'' est 
I .a. 3 (m— a)cm — i)/n 

9U cç qui revient au même 

m(OT — i)(m — a)... (n-t-i)ncn— I) ,..3j.i 
i.3...j>xt.a...yXiJ".^..Xi.a..(ni-n) * 
eu encore 

n(n— 1){»— a) . . . . .... 3.a.i mÇm— t)(m-^) ("+') 

i^..|8xJ.a...î'Xi-a...^.. i.a3..,..(m— B) ' 

et, comme on a évidemment 

Bifm — i)(m— a) . ■ . (w+i) m(m— ï)(m — a? . . . (gi— ^+^) 

ia.3. . . . (m — n) i.a,3 n * 

•n pourra écrire encore 

b(«— i)fn— a) 3.a.i m(m — i)(w— a) (m— si-f-j) 

i^ ..^Xia • vXi-a - iX". l a3 n * 
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d'où il suit qne la formule 

T h^C^ ... X— . .. 

représentera généralement les quantités monômes qui doivent com- 
poser le (nH-i)™' terme du déTeloppement. Or , dans cette exprefr* 

sion , le facteur 

m m^t m— n+i 



est constant, et son co-facteur 



1.33. . 



..i)Xi'3....yXi-3....Jy-> 



i^V. 



qtti est rariable, à cause des exposans variables «>;* i v i est^ 

d'après le précédent mémoire , le terme général du développement de 

{è^hc-i-/i+ )" ; donc le (n+i)*"' tenne du développement de 

{ a~hà~\-c+d-^ )* sera 

et conséquemment , en posant i-4-c+</+ =J, ce développe- 
ment est 

t > ^4 13 3 

comme il résulte d'ailleurs du développement de (û+.î)'*, par & 
formule du binôme. 

5. Il résulte de ce que nous venons de dire, que, mêlant un nombre 
entier p6sitif , le développement de ((7-{-^-W+* -•••)"'» donné par 
la règle (3), revient à celui qu'on obtiendrait par l'application de la 
formule du binôme; puis donc qu'il est démontré que cette formule 
a lieu quel que soit l'exposant m> U parait légitime d'en conclure 
que la règle dont il s'agit, pourra également être appliquée quel que 
soit m ; ce qui se vérifie , en effet , pour des cas particuliers. 

6. Il suit dé tout ce qu) vient d'être dit i .' , que p , exprimant 

le 
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le nombre des termes du polynôme , et m étant un nombre entielr 
positif, la somme des coefEciens des monômes (]ui composent le dé- 
veloppement de (tf+i-f-c-|-<^-f-. . . . . .)" est z»™ , ce qu'on aperçoit 

d'ailleurs sur-le-champ, en supposant a=^=£=«^=: = i; 3,*- 

que lorsque l'on connaît, abstraction faite de leurs coelHciens y les monômes 
qui doivent composer le déTeloppement âe{a-\~è-\-c-{-d-\-.;.)'°, on en 
peut déduire ceux qui doirent entrer dans le- développement de 
(«■4-^+of^»™)"'"** ' , toujours abstraction faite de leurs .coeiBciens , en 
les multipliant d'abord tous par o, puis pard tous ceux qui né contiennent 
pas a , puis par £ ceux qui ne contiennent nia olè , par d ceux qui ne 
contiennent ni a, ni à^ ni c, et ainsi de suite; de manière qu'il ne 
«era plus question alors que d'affecter chacun des termes obtenus du 
ooefBcient convenable. 

7. X«e sujet que nous venons de traitef nous conduit h nous occu- 
per de la recherche des formules qui expnment \és puissances entières, 

et de degrés déterminés, d'un polynôme fl-4-^-|-tf-l-rf-4-, , que! 

que soit le nombre de ses termes. Ce» formules peuvent être' écrites- 
d'une manière fort simple, et les considérations qui précèdent, fournis- 
sent un moyen très-facîle de les construire. 

8.' U est d'abord k 'remarquer que , parmi les termes du déve- 
loppement de (a-|-i-|-;(M-</-h y"» ceux qui ne diffèrent que 

par l'ordre suivant lequel se succèdent les mêmes exposans « , ^ , 

y, J, ,tels, par exeipple, que les termes a'^^r*"...., a^b'e*'.'... , 

a^è r .. .. , ..... doivent être affectés des mêmes coefSciens , ainsi qu'il 
résulte de la forme assignée au coefficient du tehme général, dan» 
le mémoire précédent , et comme on peut aussi le déduire , a priorî,. 

de ce que (a-+-6'+-e-^d-\- )"• est une fonction symétrique des 

quantités a, h, c, d, ■ ' 

Cela posé, désignons par («j9yj.....)Ia somme 'dès produits de» 
facteurs à, i, c, d, et de leurs puissances, dans' lesquels les ex- 
posans sont • , fi,y,tf' quelles que soient d'ailleurs les lettres que 
ces exposans affectent. Dans le développement de {a-\-b- | - f >ft/H-— )"* 
il y aura, ôutre.Ia classe de produits comprise dans l'expression (a^....,), 
Tom» U. 3o 
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autant d'antres classes de produits qu'il y aura d'autres manières de satis* 
faire À la condition mi- fi l -yf-j-f'—.^/n avec des nombres entiers positifs 
ou nuls, c'est-à-dire , autant qu'il y aura d'autres manières de former 
le nombre m , par addition , avec des nombres compris dans ta suite 
naturelle, depuis i jusqu'à m inclusivement. Nons voilà donc con- 
duits d'abord à cette question: troufer toutes les manières déformer 
par addition de nombres entiers positifs un nomhrt donné m ? 

Nous indiquerons Ici , pour résoudre cette questïoïi , deux règles 
fort sinlples; et d'abord, pour fijier les idées, nous supposerons que 
le nombre m qu'il s'agit de former par addition , est 8. Alors toute* 
les manières de te former seront comprises dans le tableau suivant, 
daas lequel les chiffres écrits les uns à côté des autres, sans au- 
cune interposition de sig^tie , doivent être considéra comme séparés en- 
tre eux par le signe -f-, et conséqueminent comme devant âtie ajoutés 
ansemble pour former le nombre demandé. 

ItlIlIII, I1I1II2« 111132» 11223, 2222, 234t ^^i &• 

iiiiiS, I1I23, 1133, 233, 3S 

^ iiii^i 1134» is5, 44 

ii33, i34j 17 

iii5, 116, 

La formation de oe tableau présente peu de difficultés. Sa premtirt 
«olonne verticale à gauche n'a qu'un seul terme, et, quel que aoit ' 
le nombre proposé, ce terme est toujours composé d^autanb d'uniléi '. 
que ce nombre en contient. Quant aux aiJtres çolonpes ,. elles se 
déduisent successivement les unes, des autres piffrla règltf ■ q«e 'volol : 
Pour former la colonne du rang v, changea dmx unités en. a 
dans les termes de la (r— 1)*°* colonne, trois unités, em 3 dsns 
sots de la (r— 2)'"' ^ui né- reofermenl pas 2 , qaatre unitit en 4 
dtms umc dé la (r— 3)"?" fui.n&reii^/iBmati ni sjm. 3y H ainsi 
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de suite , jusqu'à ce tjue vous soyez parvenu à la premihre colonne 
dans laquelle vous changerez r unités eh r. 

Cette règle élant générale pour toutes les rolonnes qui suivent la 
première j et celle-ci (itant toujours connue, il est clair qu'elle fera 
trouver successivement toutes les colonnes qui doivent composer le 
tableau , et par conséquent toutes les manières de former , par addi- 
tion, le nombre donné. 

On peut encore disposer le tableau dcs_ diverses manières de former 
le nombre 8 dans l'ordre suivant. 



IIIIIIII, IIII1I2, 


IIII22. 


II232. 


IIIII3, 


11123, 


1223 


11114, 


"24, 


224 


ii>5. 


125, 


233 


ii6. 


26, 




»7. 


ii33. 




s; 


.34, 
35, 

u. 





alors chaque colonne dëpeoS nnîquemenl de celle qiii Is 'pi^c^de, 
et on forme celle du rang f par la règle qui suit : choBgez dajts 
fés termes delà (r— i)™' colonne deux uniîésèn 2, puis trois unités 
en 3 dans tous ceux de ces terwtes.qm ne renferment pas <t,. puis ^quatre 
unités en 4 dans tous ceux çui ne renferment ni 2 ni 3 , et ainsi 
de suite j tensemhle des termes obtenue par se- procédé formera 
Ta colonne du rang r. ■ ■ ■ ,1 , 

On doit observer, dans rappHcation de l'une ou de l'autre règle, 
que, si un terme d'une datoimestir laq^IIei <>h dpèfé 'riè'Cbnfîent 
pas le nombre d'unités nécessaire pour iùre l'échaagfii ^escrii r <^ 
terme ne doit point être employé dans la recherche de ceux de la 
colonne que l'on calcule. 
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Lorsqu'on ft obtenu toutes les dlfTérentea manières de faî» ,. pat 
addition, le nombre m, on a, d'après la convention établie, toute» 
les classes de produits qui doivent entrer dans la fn.™* puissance du 
polynôme a+à-i'C-\-tî-\- ; mais nous avons vu que tous les pro- 
duits d'une même classe doivent avoir le même coefficient ; on aura 
donc une formule qui exprimera le développement de (û+i-|-^>+-^-|-«-0*' 
en donnant à cbacune des manières de former le nombre m le coef- 
ficient qui convient aux produits dont elle représente la somme. -£n 
posant donc , pour abréger 

on trouvera 

/» = (3>4-2(l.), 

P>=(3)+3(.ï)+6(iii), 
P<=(4)+4 (i3)+i2(ii2)+24(iii0. 

P>=(5)4-5 Ci4)+2o(n3)-|-Go(tii3H-i2o(mii), 

+i6(23)+3o(ii2) 
J>'i=(6H-6(i5)+3o(ii4)+i2o(iii3)4-36o(iiii2)+7ao(iliiii), 

■4-i5(24)-t-6o(ia3H-i8o(ii22) . '' 

+ao(33>|-9o(222) 
J^=!(7)+ 7(i6)+ 4aC"5)+"<>C>'4H- 84o{iiii3)+a5»(milaH-5o4o(illlm) 
-f-3i(25>|-io5Ci24}44^(i»3)^a6o(tiia4). .. f , ' 

+35(34>+'4<>H33>+63o(i"")' • ■ ' 

-h«lo(333) ■ 
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fk^)+ 8(17)+ 56(ii6)+ 336<iii5)+i68oC"ii4)+ 6730Ciiiii3>faoi6oCItltI»)-Ho3io(iiiltiij> 
+a&l3lÔ)+ (laSH- 84o(ii34H-356o(iiia3)+ioo8o(liliaa) 
4-56(35H-28oCi34H-i 120(1 i33)+5o4o(i laas} 
470[44)-K«Cia4)+i68o(i3a3)+ 
-f-56oCl83H-a5ao(3233) 

h=OH- 9(>8)+ 7acii7>f 5o4<iii6H- 3oa4ciin5H.i5l»(iIIIl4)+6o48o(inin3)+i8l44o(iiiiiiiaJ- 
+ 36(^7)+ a5a(i«6)+i5ia{ii35H- 756oCHïa4ï-|-3oa4otiiiia3)+9o7ao(iiiiiaa) 
+ 84<36)+ 5o4(i35)4-a5aoCii34)+i'»8oCi"^H4536o(inaM) 
+ia6c45)+ 756(m5)+378o<»334)+»5i*)(ïim3) +36a88oUIXSIiiia 

+ 63o(i44)-}-5o4o{i333)-)-a368o(ia3a3> 

+i26o(a34)-f756oCaaa3H* 

+i68o(333) 

et a'ins'i de suite. 

9, Je terminerai par les deux obserratlofis suirante». p dësignant 
le nombre des termes du polynôme, m le degré de la puissance î 
développer , et n U nombre des lettres différentes qaî doivent entrer 
jdans une même série de termes, i.^ si l'ona/r</n» toutes les classes 
dans lesquelles on a n >;p doivent être regardées comme nulles . 
parce que les produits qui leur appartiennent, doivent avoir zéro 
pour facteur ; a." si > dans une clause quelconque , représentée par 

(««..... jS^....o^ .) les exposans «,11, y,..,^ sont répétés des 

nombres de fois exprimés respectivement par •'j ^, y', ,,.. , le 
nombre des produits de cette classe aura pour expresswn 

p(p-~i)(p—S) (p— <!+') 

1^ . . «'Xi-a • - ^Ki-a. • 'VX ■ • * 

Cette dernîire remarque , qui se déduit aisément de la tbéorie des 
combinaisons y offre un moyen de s'assurer que l'on n'omet aucun de* 
produits qui dorrent entrer dans la puissance diercliée. 
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GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

Discussion des équations du second degré en£re de^x 
variables ; 

Par M. Bret , professeur dfi mathéqaa^qufiB tEaqscendantes 
au lycée de Grenoble. 



Construction des courtes qui ont un centre. 

Xj'ÉQUATIOH générale des courbes du second ordre ^ui ont nnceptrCj 
peut toujours, comme l'on sait, être facilement ramçoée i U forme 

;r et f ^^fgi^ant d^ çoprdotwées rectaBgiiktces. 

Ijlous allons chercher à coa^ti-juirp., le {4us sîmf^oieDt. possIUe, 
lej différentes courbes <]ue c^tq ëquatioi^ peut repréaeaiter. 

L*iqtfati«B 

«)^+Aj;''=P, (3) 

construite sur les axes âbliqu&s des x* y y* , déterminés àe position 
par rapport aux premiers, et ayant la même origine , donnera les 
mêmes courber, si, en substituant pour xf ^ y', dans l'équation (z), 
les fonctions équivalente^ de :r., y , on obtient une équation identi- 
quement la même quç l'équatioi) (i.). 

Or, les formules connues .qui donnent les râleurs des copidoQné«s 
obliques x' » y^ en cpordbnnées rectangulaires , sont 

cSinV — vCoi.a' xSin.t — vCoi.m 

jF=i"i " I I I. « Y'^ -^ : 
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èam lesqaellea »' et ■ désignent respeotîvemeut les angles que font 

les axe^ de x^ et y^ avec l'axe des :r, du côtè des x positifs, et où 

on a fait, pour abrégir m'' — »=:*. 
Effectuant donc le calcul que nous venons d'indiquer, et expri^mant 

que l'ëquatton résultante est identique aveu l'équation (i) , il viendra 
^Cos,'i»+ACos.*«'=aSin.** , ] 

gSm.*tt-hhS\n^»'=^cSiït.'t , } C^) " 

^Sin.«G)S.»-f-ASin.»'Gïs.'^= — iSin.*l. ) 

De ces équations on ilédirit facilement, savoir : la valent de la so^mme 
f-f-A, en ajYiBtant lea deux premières, et la 'vaTeui du produit g'^;' 
en retranchant de leur produit le qàarré dé la troisîètne. Cei vaîeafi 
«ont 

^/i = (tf.:— i.')Sin.'* , J.^*^ 

et par conséquent l'équatibii dû' s^ond de^é qui a'M>uT racines"^ 
et A, sera 

a'-(a-K>Sin.»»4<«w— i")Sio.»*=:o ; (5) 
ses racines sont Imaginaires lorsqu'on a 

(<i+i:)»Sin*,#— 4(tftf--i*)<0 ; 
ce qui emporte la condition 

et donne 

Sm.'l< ; 

dans ce Vas seulement l'équation (2) cesse de représenter les courbes 
compfisïîdârisl'éqiiafibn (i). Ainsi, la plus petite valeur quepuîsse 
aittêuidte' Sin.# est dtïntîée par l'équation 

alors les ncÏMs^^ilft'l'é^tiaD (5) sont égales, c'est-k-dire , qu'on a 
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alors g~h ; ce qui démontre que l'angle obtus formé par led dia- 
mètres conjugiitis égaux est le plus grand de tous ceux que puissent 
former deux diamètres conjugués. 

En éliminant g eX Ji entre les équations (3) on obtient 

«Sin.«SinV+^Sin.«Cos.«'-hSin.«'Co3.«f+irCos.«Cos.«'=:o , 
ou 

ûTang.*Tang.«'+^(Tang.»+.Tang.#0-i-^=o , (6) 

cette équation sert ^ fixer la position des nouveaux axes. 

On conclut de tout ce qui précède qu'il y a une infinité de systèmes 
de coordonnées pour lesquels l'équation des courbes du second ndi* 
qui ont un centre , conserve la forme 

Cherchons maintenant si , parmi ces systèmes , il en peut existe» 
de rectangulaires. Supposons l'angle f droit et prenons l'axe des a/ , 
dans l'angle, des ^ et ^ positifs ; il viendra 

Cosw'^— Sîn« , S)n<i(^=Cos> ; 

d'après quoi les équations (3) se transformeront en celles-ci 

a =^Cos,*«-+-ÂSin.'« , 

c=^Sin.*«-f-ACos.*« , 

3=(A — ■^)Sin.«Co8.« , 

prenant la diiTérence des deux premiières , il viendra 

(i+£=(^— A)(Co5.»— Sin.'-) ; 
or, 

Cos.*»— Sin.*"=:Cos.2» et aSin.«Cos.«=Sin.2< ; 

O Non »eulemeni il jr a une infinité île systèmes de coordonnées pour leaqudA 

l'^uation conserve cette Torme , mais il n'est aucune droite menée par le centre 

delà courbe, qai ne puisse Ëlre prise pour l'un des axes d'un de ces systèmes; et 

c'est U un point eur lequel il conviendrait d'appujrer un peu plus dana les élément. 

( Ifvtt étt iditeurt. ) 

donc 
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dpnci ■ ■ 

Cos.2»=: — - , S\n.2m=——^ y doù Tane.2»=— — ; 
j— A A— gr " . o— c ^ 

ctlte dernière formule fait connattre la direction des axea principaux. 

Mais il est àécessaîre de dtstingoer.,. par ijuQltjties caractères, ta 
Taleur de g de celle de h. Four cela nous observerons que « étant, 
par hypothèse, moindre que le quadrans, 2« est plus petit que deux 
angles droits; d'où il suit que Sin.2* est positif: la diffërence h — g 
aura donc le signe qui. affectera i ; c'est-i-dlre , que-, si è est positif, 
on prendra pour h la plus grande racine,, et que, si 6 est négatif, 
on choisira , au contraire ; {lour k la' plus ^tUti de ces racines. Ainsi , 
par ce qui précède , les tourbes du second ordre qui ont un centre y 
se trouTent entièrement 'connues de grandeur et de situation par 
rapport aux axes primitifs^ 

"Les racines de l'équation ' ' i 

sont essentiellement réelles. 

i." Si ces racines sont de même signe, la cdurWest -ane ellipse. 
2.** Si elles sont de' s^es. contraires' ,' la courbe est , une hyper- 

■*«& -■: ■ ■ '' ■,-,..■■-,.■,,; 

3.° Si, en particulier, elles sont numériquement égales '> la courbe 
sera un cercle ou une hyperbole èquilatérele. 

On déduit très-simplement des équations (4 et 6) les relations qui 
ont lieu entre les grandeurs des axes principaux et îes grandeurs 
et directions des diamètres conjugues. Considérons , en effet , TéquatioD 

dans deux systèmes différent de coordonnées; nous aurons deux équa~ 
tions correspondantes dés mêmes courbjes .auxquelles- nous donnerons 
les formes suivantes : ■'■'-, 

— a- ^ ^> ' — »• ^ A>' 
"La pi«mUre , dans lacjueUe x\ y désignest de& coordonnas ice- 
Tcm. Il, 3i 
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angulaires, r^nd ^ l'équation (i) ; et la seconde, dans la(|àelifc 
s'y y* expriment des ■ coordonnées, obliques, répond à l'équation (2)' 
Comparant ces équations entre elles, ou obtient "^ 

4'apris quoi les équatiops (4 et 6) deTiennent 

±i+3:=(±sr+:ir)s--'. . 

; . ±5rTang.«TaDg.«'+^=o; 

d'oii on déduit , sur-le-champ , les relations connue» 
AB=A'B'Sin.(.'— -), A'iB'=A''»l:B'S A*Tang.«Tang..'+B'=o. 
Nous terminerons par l'application de ces méthodes i la construe- 
tion d'une ellipSQ donnée par l'équation 

•n portant l'origine au centre , dont les coordonnées sont l'une et l'autt» 
égales k l'nnité , éèttfe équatioA' deviendra 

Reprenant alors les formules 

af:-^2bxy^ca^7i^P , gyf*-^hs'*^P 

c. '* fr, a* 

Sm.2«= r~" » TanB.3«=— — 
h— g ** «— # 



•n trouve 



<M*+*>+(«— **>«o 



. Sin.a«4r — — , Tang.â«=<30 > 
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"or, comme Sin.a» doit être positif > il s'ensuit que i^6 t 8^4s 
en sorte . que l'ellipse a pour équation 

6*M-4y=il, on 3a?»+2/>=& 

5- '■ 
Construction de la parabole. 

Xi'é<]uation gënërale de la parabole est 

en écrivant que b*^ac 

Si on la résout successÎTement par rapport & « et par rapport & 
y, on trouvera 



; — v/a(W— o*>H-<<^— ^) * 



^±1. 



Soient ensuite posées les équations 

a(W— tf«>+<rf»'— a/)=o , (3) 

a(^#-^j4<<'— ^=0 . . (4) 
Soient désirés par ^ et 27 les points où la droite (3) coupe les 
Jiamèlres (i) et (3), et par C et D ceux où la droite (4) rencontre ' 
ces mêmes diamètres. On voit que ces droites (3) et (4) sont .taa'- 
gèntes à la parabole aux points j4 et D. Si maintenant des points A 
et D on abaisse sur les droites (3) et (i) des perpendiculaires qui 
aboutissent respectivement aux points M et ^ de ces lignes , et qu^ca- 
suite on joigne le point A au milieu de BE et le poiât D au mi- 
Jieu de CF, par deux droites , cea dnâtea m oospennit nu aoalmet 
^ de la parabole. 

Cette construcdon est fondée sur cette propriété de la pandul» 
ïappôrfée soif ï son axa soil h ses diamètres , savoir { quela^ouï- 
tangente est double de l'abi»cisse du poiot de contact. , 
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On peut employer une contlruction semblable pour dëtermîner 
d'autres points que le sommet. Si , en efFet, au lieu d'abaisser des 
points A c\ D des perpeadiculaircs sur les diamètres (a) et (i), oh 
mène, par ces points, des parallèles AE , DF , sous un angle 
quelconque; en continuant la construction, comme, ci -dessus , on 
obtiendra le point de la parabole où sa tangente est parallèle aux 
droites AE ou DF. 

Ayant le sommet, il est facile de tronrer le foyer; il su/Rt , en 
effet, pour cela de mener le rayon vecteur du point A, c'estt-à-dire, 
de mener par le point A une droite faisant avec la droite (i) un 
angle égal à celui que fait celle-ci avec la droite (3), cette droite 
par sa rencontre avec l'axe de ta courbe qui est maintenant connu, 
déterminera le poiet cl^erché. On pourrait aussi déterminer le foyer 
par l'intersection des rayons vecteurs des points A et D; maïs quel- 
quefois ces payons vecteurs pourraieDt.se- oonfondre. 

Ayant ainsi le sommet et le foyer de la courbe, il est facile de 
la tracer j soit par points, soit par un mouvement continu. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème de Prohabiliié. 

XJEVT. joueurs» dont chacun a ud nombre de jetons connu ^ cl 
dont les adresses respectives sont m et ni conviennent de ne quitter 
le jeu que lorsque l'un d'eux aura gagné tous les jetons de l'autre. 
A chaque partie le perdant donne un jeton au gagnant ; on demuide 
quelle est l'espéran'ce de chaque joueur ? (*) 

Problème de Géométrie. 
A an polygone donné- circonKnire un polygone de même nom^ 
dont les angles soient respectivement égaux À des angles donnés, 
et dont l'aire ou le contour soit donné ? 



C) On pourrait aussi demander quelle CM U probaliîlilé £[ue le jeu finUa aprè» 
B& nombre <le pattm déteminj î - 
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GÉOMÉTRIE . ANALITIQUE. 

Recherche de quelques propriétés des tangentes aux 
sections coniques ; 

Par m. KocHAT, professeur de navigation à St-Brieux- 



Oorr A'y^-^-B'jc'^A^B* l'Ajuadon d'une ellipse rapportée à sod centre 
, et à st9 axes ; soient de plus 

. lès équations de deux drtûtes qaelconaoes. 

Mous exprimerons que ces droitcS' sont tangentes ^'l'ellipse, en 
écrivant • '.■ , 

ou bien 



^o, 



-'+ 


."y 


»+l2' 


""+ 


."y 


-^^ 



d'où l'on voit que « et fl^ sont racines d'une même équation qui ai'ert 
autre que IHiBe de» deux précédentes ,'et .qu'ainsi on doit avoir . 

■ '■ Tom. IL 33 
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saS TANGENTES 

Si l'on suppose le produit aa' constant et n%atîf, r^aation(M) 
sera 

elle appartiendra donc Â une ellipSe coîicentrique \ la première * dont 
les axes ^A' , 2.B' auront même direction que les axes primitifs , et 
Seront déterminés] par les équations 

A'*- , , B'^=B*+aa'A* -. 

■n sorte ijue leur rapport sera . . 

.:7 = /««'. 

Si l'on suppose au contraire le produit aa' constant , maïs posî-* 
lîf', l*ëquation (M) deviendra 

y* — aa'x*'^-B*-^àa'A* ; ' 

elle appartiendra dbnc alors ^ une hyperbole concentrique \ l'ellipM 
proposée ; les axes :iA' et a£^ de cette hyperbole , qui auront en- 
Mre méibé direction que les -az^ primitifs , seront déterpiinés par 
les ëquadons 

aa' ' 

W sorte que leur rapport sera 

et , sntyant que aa' ~sen plus grand ou plus petit que — , l'a» 

transrerse de cette hyperbole sera dirigé suitant le grand ou le pâ- 
4it axe de l'ellipse. 

Comme on parviendrait évidemment aux. mêmes conséquences , en 
rapportant l'ellipse à son petît axe , on peut établir le théorème sui- 
- xant : . 

THÉORÈME. Si âèux droites touchant coatinueUement une mima 
ellipse , se meuvent de manière ^ue le produit des tangentes trigO' 
nométriquês des angles qu'elles forment avec Tun des axes soit cmi^ 
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ient y le foînt- Hatersection de ces deux droites décrira une sec- 
tion conique concentrique à r ellipse proposée , et dont les axes auront 
mêmes directions que ceux de cette ellipse. 

En généraïy cette section conique sera une ellîpse ou une hyper- 
bole , suivant que le produit constant sera négatif ou positif. Dans 
fun et dans t autre cas , le rapport des deux axes de la section to- 
nique -sera la racine quarrée du produit constant. 

Sii à l'ellipse qui a pour équation 

y*-^-aa'x* =iB*~\-aa'A* , 
et dont les axes xA' et ^B' sont conséquemment dëterminéa par les 
éqnatloos 

A'*~ ^Z > B'*-B'-\-aa'À* ; 

<i Jt_cette ellipse, disons-nous, on nène denx tangentes de mani^ 
que le produit aa' cooserre la méoie valeor que précédemment et 
soit négatif, la courbe décrite par ces noOTelles tangentes sera unç 
troisième eUipse dont les axes aA'^ , ^" seront déterminés par le* 
' équations 

^^^_B^+wM^ S''*=B'*+aaU^ ; 

m' 
mettant poar B" et A" leurs raletirs déjà détenntnées , il Tien^ 

:^//-=il^±2±l2=r2^'' , B"*=3(B'-^afA'')=2B'\ 

Si , en observant les mêmes conditions , on cherche le lieu de l'in^ 
tersection des deux tangentes menées à <%tte troisième ellipse , en 
en déterminera une quatrième dont le» axés %A'" » ^B*" seront doft* , 

né$ par les équations ' 

A"'^-=.ti.Atf* ; ' *w=iB//» , 
tt ainsi de suite : on aura donc ^ 

y/aa — ^^— — — — — . ^ . . ; 
ce qui donne Heu à 'ce théorème* ;■ 
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THÉORÈME. Si deux droites , touchant cpntinuelïement xm» 
même ellipse , se meuvent de manière que le produit des tangentes 
trigonométrifjues des angles <ju'elles /arment avec Fun des axes 
soit constant et négatif , le point d'intersection des deux tangentes 
décrira une seconde ellipse. Si on conçoit deux tangentes à cette 
seconde ellipse , mobiles comme les premières , et assujetties aux 
mêmes conditions qiicUes , Fintersection de ces dernières décrira 
une troisième ellipse de laquelle , en suivant les mêmes procédés , 
on en pourra déduire une quatrième , et ainsi de suite. Cela posé ; 
I ." Toutes les ellipses construites sur la première seront semhla- 
iles entre elles ; elles lui seront concentriques , et leurs axes auront 
la même direction que les siens. 

2." Les aires de ces ellipses formeront une progression croissante 
jwr quotiens dont la raison sera =^a. 

3.** Enfin les tangentes dont Fintersection décrira Fane quelcon- 
que de ces ellipses , seront continuellement parallèles à deux cordes 
supplémentaires de F ellipse qui la précédera immédiatement t dans 
Tordre de leur génération successive. 

CoDsïdërons présentement ([iielques cas particuliers. 

Soit i.** 00^=:— I \ dans ce cas l'équation (M) deviendra stmple- 

«fc <]UJ donne ce tbJovème connu i 

THÉORÈME. Si les deux côtés d'un angle droit mohih sont 
êontinuellement tangens à une même ellipse » spn sommet décrira 
wn cercle concentrique à cette ellipse ^ et ayant pour rayon la corde 
qui Joint Fune des extrémités 'du grand axe à F une des extrémités 
du petit. 

Soit a." tffl'=+i ; l'équation (M) deviendra alors 

ainsi , dans ce cas , le lieu du poiat d'intersection des deux tangen- 
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(ea noViIes.est une hyperbole ëquilatërale dont les axes âont ^gaux 
i la dislaoce entre les foyers de l'ellipse. 

Soit 3.' aa'zi. — — l'équation (M) deviendra 

(HQ aura donc une ellipse dont les demi-axes seront Â^/ s. , B^ 2. ; 
et , comme --~ = — et {'^i/2)' = 2/<', cette ellipse sera semblable 
\ la première , et son aire sera double de la sienne ; la condition 
4I^J^— — — convenant d'ailleurs aux cwdes supplémentaires de l'el- 
lipse proposée , on en peut conclure ce théorème : 

THÉORÈME, Si deux droites mohileSy continuellement tangen- 
tes à une même ellipse , sont constamment parallèles à deux cordes 
supplémentaires de cette ellipse , le Heu géométrique de t intersec- 
tion de ces deux tangentes sera une autre ellipse ,■ concentrique et 
semblable à la première , ayant ses axes dans la même direction 
et dont taire sera double de la sienne (*). 

Soit 4-' flfl''=+ — ; l'équation (M) donnera 

c*est-<i-dire , qu'on aura alors , pour le lieu g^mélriqae chercha , 
les diagonales du rectangle des axes. ' 

Sî > dans tout ce qui précède, on change \S,en ^\/-i ,1a tourbe 
firimîtive sera une hyperbole, et on pourra établir, pour cette courbo, 
des théorèmes analogues aux précédens. 

EnGn , en appliquant le même procédé à la parabole . on parvient 
It ce théorème. 

THÉORÈME, Si deux droites mobiles , touchant continuellement 

(*) Ce ih^rème eit un corollaire du deuième de ceux qui précèdent. 
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une même parahoîe se meuçent de manière ijue le produit des tatk- 
génies trigonométriques de leur inclinaison à Vaxe de cette para- 
bole soit constant y le lieu de l'intersection de ces deux droites sera 
une droite indéfinie perpendiculaire à cet axe. 

Celte droite indéfinie sera la directrice de la parabole , si les 
ideux tangentes sont constamment perpendiculaires Vune à Vautre^ 

Sl-Brieux, le ao de noTembre 1811. 



AN ALISE INDETERMINEE. 

Résolution , en nombres entiers positifs , de téquacion 
générale du premier degré à deucc indéterminées. 

Par M. Pi LATTE , professeur de mathématiques spëcîalef 
au lycée d'ADgers. 



J^OUS nous proposons ici de résoudre en nombres entiers positifs» 
lorsque cela est possible , l'ëqualion du premier degré & deux indé- 
terminées 

En supposant que a , 0^, i sont des nombres entiers» que 
et tt Of sont premiers entre eux, et qu'on a 0>a, , nous aurons 
à considérer successivement les trois équations 

a,x-)^ax,=sb , 

ûfX — ax^^h t 

M sont , en effet , les seules variétés de la proposée , compatible» 
avec les- conditions du problème. 
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Solution de F équation a,x-{-aXi=b. 

Opërms »urdet u, , comme si nous cherchions leur plus grand 
Commun, diviseur; nommons a, , a^ , ...On-t , a„ les restes succès- 
•îfs dont le dernier sera nécessairement égal à l'unité ,^ et ^, , q^* 
ft y -fn~i i fn les quotiens , nons aurons cette suite d'éc^uationt 



(A> 



Mettant pour a sa valeur dans la proposée * divisant par « , et tniu- 
posant , on aura 

»— a,«. 

,=_ y,x. i 

tuais s, Xi devant être des nombres entie» , et f , étant lui-mdnM 
UD nombre entier , en désignant par x, un nouera entier indéter- 
miné , on devra avoir 

;r,r: — — ,- dou «,*,+«,*,=* »; 

linai Ton a 

d'une part jr=x,— f,x, * 

et de l'autre " <ï,*,-M,x,— i . 

Opérant sur cette dâtnî&re é<}uation ^ comme sur la proposée , m 
continuant les mâmes raisonnemens et les hypothèses analogues » noua, 
lormcroDS ces deux séries d'é^uationa 
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^1 


X 


■^a 


:r, 


= », 


"t 


Xx 


+^. 


X, 


==«, 


tf, 


X^ 


+'ï. 


jr, 


= 4, 


0n 


■\^n 


M+'ï-. 


i^»- 


. = *, 


On-t^K 


-ï+'ï» 


l^n- 


.=*, 




X„ 


-.+''„ 


,ar„ 


=*; 



(B) 



X,., 






KC) 



Si maintenant on substitue la valeur de :r„_, dans celle de x^,, , 
celle-cl dans celle de x„^^ , et ainsi d« suite on parviendra , à I» 
£n , à des valeurs entières des j^, et ;r ; mais y en exécutant ces subs- 
titution^, on s'aperçoit bientôt qu'elles deviennent' plus faciles et plus 
symétriques , en posant d'abord les équations suivantes : 



+-.- 



(D) 



puis 



Procédant alors aux substitutions, on aura pour i.'^ équatioa 

*"-*==— «-ifn-i*+(^»-iyn-|-ï-lK i . 

observant alors que', par les équations (D) , *„.,9^i =«,.» » et <!»* 
par les équations <A) , <7„.,fn:«-f'i=<ï™.i * il viendra 

■*■«- 1— "n-l^+^n-l^B- 

Ea continuant ce procédé , on formera le système d'équations 
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233 



= + -i ^i-ï. 



(E) 



ë<]uatlons dans lesquelles il faudra prendre les signes supérieurs oa 
les signes inférieurs , suivant que n sera impair ou pair. Cette re- 
marque s'étendant également à tout. ce qui va suivre , nous nous 
dispenserons de la répéter. 

Pour calculer rapidement les valeurs des înconnaes jr, eX x , oa 
cterchera d'abord les quotiens ^i , ^,, y»i •■■ • ïfn=o„., ; on écrira 
ensuite »„_| ou i sous le quotient f„., ; oh multipliera ^„., par i 
et l'on aura k^, qu'on écrira sous ^^, ; on multipliera q„.^ par 
«•„.!, au produit on ajoutera k^, ou i , et l'on aura ■„., qu'on écrira 
sous ^„., ; on multipliera ^„., par «n-t > s" produit on ajoutera «„.i , 
et l'on aura »^^ : on continuera ainsi jusqu'à ce qu'on soit par- 
Tenu à Ht, et a. 

Nous ne répéterons pas ici les remarques connues , snr les diverse» 
Taleurs qu'on peut obtenir pour j: et x, ; nous observerons seulement 
que, bien que le nombre entier x„ puisse être pris à volonté, il cs< 
néanmoins compris entre certaines limites , déterminées par la condi- 
tion que X et j:, soient des nombres entiers positifs ; il faudra donc 
qu'on ait généralement. 



) SI n est impair , 



>-^ 
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I si n est pair. 






Il y aura autant de solutions différentes qu'il se trouvera de nombre» 
entiers compris entre — et — ; et , s'il ne s'en trouve aucun entre 
ces deux limites , la proposée n'aura aucune solution en nombres en- 
tiers positifs. 

On peut , \ la simple inspection de la proposée , assigner, au moins 
]t une unité près , le nombre des solutions qu'elle peut admettre. 

En effet , depuis — jusqu'à —, U doit y aroîr au moins autant 
de nombres entiers ou , au plus , autant de nombres entiers plus un 
que la différence ^(— ——Jcontient d'unîtësentières; maison » 

=+—(<■.•.-".•.) 



donc la proposée admet autant de solutions, au moins, en nombres 



{•) Pour obtenir cei résultat» , H faut (Tabord tuBslituer pour a et • , eiuuiw 
pour Oi et m, , a, et ut, etc. , leuri valeurs tirée* dei éijuations (A) et (D). Il est d« 
plus essentiel de se rappeler qu'il faut prendre les signes tapérituri ou infiriatrs » 
■uivutt que n est impair om pair. 



,QoogIe 
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positifs, qo^ y ad' unîtes entières dans —,et elle ne peut en admettre 
qu'une de plus. 

s- 2. 

Solution de té^uaiion a,x— ax,=b. 

La mëthode ï suivre dans ce second cas est exactement la même 
que pour le premier. En conséquence , les systèmes (A) et (D) ne 
subissent aucun changement , et il suffît d'indiquer les modifications 
qu'éprouvent les système» (B) , (G) , (E) qui deviennent alors 

a, X —a j, =+? , ^ * =x, +y, «■, 

a, X, — fl, x, = — f , J " Xt =Xj -|-y, jT, 

' > )(Bo . ;(co 






(EO 



On Toit qu'ici jr„ ne sera susceptible que d'une seule limite. Si n est 
impair, on pourra prendre pour x^ un nombre entier positif quel- 
conque , et même un nombre négatif , pourvu qu'il ne soit pas pla9 

l^and que la plus petite des deux quantités — » -^. 
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Si n est pair, on ne pourra prendre pour x„ qu'un nombre posi- 
tif, et ce nombre ne devra pas être moindre que la plus grande* des 

, . , «S «,ft 

deux quantités — , — , 

5.3. 

Solution de l'équation ax, — a,x=:b. 

En mettant cette équation sous la forme <7,j; — (ïx,=:— J,on voit 
qu'elle ne diiTère de celle qui vient d'être discutée que par le signe 
de ^ ; il suiKra doni^ , pour la résoudre , de changer le signe de b , 
dans toutes les formules du §. 2 : on aura donc 

a:=±*b-\-ax„ .) ^ ^ 
. Il faudra donc appliquer à n pair ce qui a ^të dit de n împaîr, 
et fice cersâ. 

Applications, 

I.* Soît IMquation iSx+igjr.s: 1000 , qui se rapporte au §. I. Oa 

A d'abord = -T — >4 ; il y aura donc quatre «olutions au moins 

oa, 13.19 - ^ ^ 

et cinq au plus. 

Suite des diviseurs a , a, ^ a^ , a, ..<.;....;■.: . ig 1 ï3 | 6 | t 

Suite des quotienj y, , ^, , y^ |i j 3 [6 

Suite des quantités ",*,,• 3, 2 , i . 

Puisque R = 3 est un nombre impair» on aura « en remplaçant iP^ 

par e. 

x,= — 2.iooo-|ri3ff , 

X =+3.1000— 19c ; 
d'oâi on conclura 

>i^=i53+fi, 

4 
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on fera donc successivement e=.î54 , lâS y i56 , i5; ; 

( a-,= a , i5 , 28 , 41 1 
et Ion aura ; < / ce 5/- 

f jr = 74 , 55 , 36 , 17 . 

2." Soit encore l'ëquation 3g:r — ^56x,= 1 1 , qui se rapporte au §. 2. 
On aura ici 

Suite des diviseurs a, o, y tfi , tf, , a^, <7, ... 56 jSç)! i7|5 | 2! i 
Suite des quoliens ?i > ?* > ?i > ?4 > ?( "• 1 ' I - f^l = | => 

Suite des coefficiens m , «, , «^ , '^ , «^ ... 23 > 16, 7 , 2, i. 
£t , puisque'R=5 est impair, il viendra , en remplaçant toujours jr, 
par e , 

*,^+i6.ii+39«=H-i76+39tf ï " 
s =■ — 33.ii-+-56e= — 253+56* ; 
&isant donc «= 5, 6» j t 8»;. .:: 



( \r,=37i , 4^0 \ 44s ' 
i * = 27 , 83 , i3 



139 . 195 , . 
Ces deux exemples sont tirés de l'algèbre d'JËuler. 



ASTRONOMIE. 

formules pour la détermination de Tobîîquité de 
l'écîiptique y et du lieu de Véquinoxei 

Par M. Gehgohne, 



C^OlEtrr *y «^ deux ascensions droites du centre-do soleil rapportées 
& une même étoile quelconque , et soient a , a'\e& ascensions droites 
du même astre comptëes depuis l'équinoxe ; soient ^ et y les dé- 
clinaisons correspondantes prises avec leurs sîgines , et soit enfin • l'oblî- 
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quité de l'^cKpliquc. On aura , par la théorie des triangles aph^ques 

rectangles , 

Sip^Tang.«=Tang.j , Sin^'Tang..=Tang.j/ j 
on aura de plus 

fl' — «=:■'—• , d'où a'^fl+(«' — •) , 
et conséquemment 

Sin.fl<=Sm.ûCos.(«' — •)+Cos.ûSm.(<i' — x) , 

substituant, dans cette équation, pour Sin.a et Sin.a' , les valeur» 

que donnent les deux premières , elle deviendra , en transposant, 

Tang..Sin.(,/— )Cos.a=Tang.;^— Tang.>Co8.(*'— ) ; 

mais la première des équations ci-dessus étant muItJpJiÂ! par 
Sin,(V-r-») devient 

Tang.^Sin.(V— )Sinjï=Tang.jSln.(-'— ) ; 
ajoutant donc les quarrës de ces deux équations , et ayant égard 
\ ce que 

Sîn.'(ï4"Cos.*tf=i , Sin.*(«' — «)4-Cos.'(«' — <i)=i , 
on en tirera 



Tang t/T«ng.'j-— aTans.^.Tans.j'CQa.(^-«)+T..nR.'» 

°' Sin-C«'— "J 

On calculera aîsëmeiH le numératear de cette valeur en considéranC 
que c'est un côté d'un triangle rectilîgne dont les deux autres sont 
Tang. J et Tangy et dont l'angle compris entre eux est «'— •. 

Mais , quelque symétrique que soit cette formule, on préférera sans 
doute , pour le calcul par* logarithmes , le procédé que voici : o» 
posera d'abord 

gi^Tang.K^— )=T.ng.;(.'_Oi 
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par ces formules on déterminera les angles auxiliaires f' ^ I , et l'on 
-aura ensuite 

Cos.«=CosySIoyr:Cos.jSin.*. 

L'obl!i]uitë de l'ëcliptique se trouvant ainsi détemiia^ , on déterminera 
la position de l'équinoxe par l'une ou l'autre des deux équations 

Sin^=Tang.j>Cot.« , Sîn^'=Tang.j/Cot.*. 

Si Ton a 'le choix entre plusieurs observations , et qu'on ne 
veuille en employer que deux , îl faudra les choisir de préférence , 
de manière qu'elles ne soient pas trop rapprochées soit entre elles , soit 
des solstices , et qu'elles ne comprennent pas un solstice entre elles. 
lie mieux sera peut-être de les prendre à environ, six semaines avant 
«t après l'équinoxe. 

Mais , 3ana le cas où l'on aura plus de deux observations > il sera 
plus convenable de les combiner deux h deux de toutes les manières 

diiTérentes ; n observations donneront ainsi - . résultats desquels 

on pourra déduire un résultat moyen très-approché. On pourra aussi 
de cette manière suivre , pendant un long temps , toutes les va- 
riations que l'obliquité de l'écliptique .pourra éprouver. 

J'ai été toujours surpris que des méthodes si ûmples n'aient éU 
consignées jusqu'ici dans aucun traité d'astronomie (*). Il peut bien 
se faire qu'elles présentent quelques înconvénîens dans l'application ; 
mais , comme elles s'offrent , pour ainsi dire, d'elles-mêmes à la pensée , 
il serait du devoir des astronomes de nous expliquer les motifs qui 
les déterminent à les rejeter. 



(*) M. Biol , dans la nouvelle édition de ton Trahi ilimentain ^aOronomi» 
pbysiqve ( note de la page i5 du 3? volume ) , indique bien cette méthodi; ; loaît 
Mulemmt comme mo^en de vérification du mouvement du loleil , auivant un grand 
cercle de ta apKère célette. Il ne domie d'aiUcun aucune lornule applicable au calcul 
pir logarithme*. 
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GÉOMÉTRIE. 

'Appîiaitîon de la doctrine des projections à la recherche 
des principales propriétés de l'ellipse j 

Par M. Ferriot , Licencié es sciences , professeur de 
mathématiques au lycée de Besançon, 



I- J'appelle Ellipse la projection orthogonale d'un cercle sur rat 
plan qui n'est pas parallèle au sien. J'appelle Centre de cette el- 
lipse la projection du centre du cercle sur son plan. J'appelle en- 
fin Diamètre de l'ellipse toute droite qui , tracée sur son plan , passe 
par son centre, et se termine de part et d'autre à la courbe. Tout 
diamètre de l'ellipse est donc la projection d'un diamètre du cercle. 

Toutes les projections d'une même figure sur des plans parallèles 
entre eux étant égales , je supposerai , à l'avenir , pour fixer les idées , 
que le plan de l'ellipse passe par le centre du cercle , de manière 
que l'ellipse et le cercle auront le même centre. Je désignerai par 
a le rayon du cercle , par é l'inclinaison de son plan à celui de 
l'ellipse , et je ferai , pour abréger, flCos.l=i. 

3. On voit par lï que l'ellipse a avec le cercle un diamètre commua 
égala 2a, et que le. diamètre de l'ellipse perpendiculaire à celui-là est 
2aCos.è=2,h. 11 est de plus facile de démontrer que le premier de ces 
diamètres est le plus grand , et que le dernier est le plus petit de 
tous les diamètres de l'ellipse. Je les appellerai à l'avenir le grand 
itxe et le petit axe. 

3. Soient pris le grand axe pour «xe des x et le petit axe pour axe des. 
^)de mani^ que lecentre de la courbe sent l'origine des coordonnées. 
jr et j* étant les coordonnées d'un point quelconque de l'ellips» , les 

coordonnées 
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coordonnas du 'point correspondant du cercle seront x et = — ; on 
aura donc, p» la proprlëlé du cercle., 

^»-4--_Z — =«', on :r*Co5.*<+y' = û'Cos.'t ; 

ou , en muIUpIbnt par a* , 

a*x*Co3.'*+«'j^=^*Cos.'* j 



jquatïons connues de l'ellipse d'où on dëduira que les qnarrës dev 
ordonnées, soit au grand, axe, soit au petit axe, sont aux produits 
des abscisses correspondantes dans un rapport constant ^ul est celui 
des quarrés de ces deux axes. 

4> Soient menées dans l'ellipse , sous une inclinaison ^elconque, 
tant de cordes parallèles (j^u'on voudra ; les cordes du cercle dont 
elles seront les projections seront aussi parallèles; ces dernières auront 
d<Hic leurs milieux sur un même diamètre qui sera perpendiculaire à leur 
direction commune , et les tangentes aux extrémités de ce diamètre seront 
parallèles jt ces cordes. 

Les projections , tant du diamètre cpie des tangentes , seront un diam^tre 
et des tangentes à l'elKpse ; ce diamètre de l'ellipse passera doncpar le» 
milieux des cordes paraïlèles, et les tangentes \ sia extrémités seront 
parallèles \ ces cordes. 

Ainsi , Dans T ellipse \ des cordes paratlUes^ ont toujours teurx 
milieux sur un même diamètre-, et les tangentes aux extrémités 
de ce diamètre sont parallèles à ces cordes. De cette propriété 
résulte le moyen de déterminer le centre d'une ellipse donnée 

De même qu'une suite de cordes parallèles ' ont toujours lem» 

milieux sur un même diamètre de l'ellipse , réciproquement tout 

Aamètre de l'ellipse coupe en deux parties égales un système die: 

cordes parallèles» En eflet ce ^amètre étant la projectioa d'un diamètre 

Tom, U, 34 
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du cercle , el ce dernier coupant en deux parties égales loulea tes 
cordes de ce cercle qui lui sont perpendiculaires , sa projection cou- 
pera aussi en deux parties égales les projections de ces cocdei. 

5. Parmi toutes les cordes qu'un même diamètre de l'ellipse par- 
tage en deux parties égales , il en est v une qui , passant par le 
centre , est elle-même un diamètre. Les diamètres du cercle dont cefl 
deux-là sont les projections étant perpendiculaires entre eux , les tangcn- 
tes^aux extrémités de chacun d'eux sont parallèles à l'autre ; il en est donc 
de même des projections de ces tangentes à l'égard des projections des dia> 
mètres. Ainsi , Dans FeUipte , un diamètre étant mené arbitrairement , 
On en peut toujours mener un second de manière ^ue les tangentes 
aux extrémités de chacun S'eitx soient parâîlèks à T autre; Alors 
aussi chacun de ces diamètres partagera en 'diJux parties égales les 
fcordbs {Parallèles \ l'dutre. 

Deux diamètres ainsi disposés sont ce qup bous appellerons î 
l'avenir des Diamètres conjugués de l'ellipse. Ces diamètres conju- 
gués sont donc les projections de deux diamètres rectangulaires dans 
le cercle. 

6. Il est aisé de voir , d'après cela , que , dans l'ellipse , il ne peut 
y avoir qu'un seul système de diamètres conjugués rectangulaires, 
et que ces diamètres sont les deux axes de l'ellipse. 

7. Pour ^ue deux diamètres conjugués de l'ellipse soient égaux 
entre eux , il faut que les deux diamètres rectangulaires du cercle 
dont ils sont les projections soient également inclines au plan de 
cette ellipse j ils doivent dyne aussi être également ioclinés à la 
commune _ section des plans des deux courbes. De Ut ils est aisé 
de conclure q)ie les deux diamètres du cercle dont les projections 
sont des diamètres conjugués égaux de l'ellipse, doivent {Ire dirigés suivant 
les diagonales du quarré circonscrit, dont deux côtés opposés sont 
parallèles et les -deux autres perpendicubires au grand axe de l'el- 
lipse. De U résulte la proposition syivante : 

Dans .rdlipst , ïts diabiètres co^jv^itét -égaux sont £t'igés nafiOM^ 



y Google 



DE L'ELLIPSE, 3^5 

les diagonales du rectangle circonscrit dont les-cÔtès sont parallèles 
aux deux axes, - . ' ■ 

8. Soit circonscrit à l'cllipâc un parallélogramme dpnt les côtés soient 
parallèles à deux diamètres conjugués; ce paralltilogramme sera (5) 
la projection d'un quarré circonscrit au cercle. L'aire de ce quarrë 
étant ^a* , celle du paraiiëlogramme sera 4'^*Cos.t=- 4ûb^= 2a^b. -. 

. Ainsi, Tous les parallélogrammes ^circonscrits à F ellipse, dé mor' 
mère ^ue leurs côtés soient parallèles à deux diamètres conjugués ^ 
sont étfuivalens entre eux et au rectangle construit sur ses deux 
axes. (*) 

9. Soit 3af un diamètre quelconque de l'ellipse , projection d'uit 
diamètre du c«rcje faisant un angle ■ avec le diamètre de ce cercle 
perpendiculaire' au grand; ax«; soit x l'abscisse compiune au cejcie 
et à l'ellipse répondant à l'extrémité du diamètre za' , et soient enfin y 
l'ordonnée de l'ellipse et y^ l'ordonnée du cercle répondant à cette 
même extrémité y on ailiâ 

x=aSin.i , ^'=flCos.« , y^y'Cos.», 
donc 

û/»=jr»-f^ç;fl»Sirt.»i.:|-y/«Co8,'«=a'Sin.\+tfHxtf.%.Co».*# ; 

c'est-i-dire , . i 

tf'* = fl*(Sîn.*t+Cos.'tCos.*l). 

Si , ayant ensuite mené dans le cercle un diamètre perpendiculaire 
au premier, on désigne par ^h' sa projection^ sur l'ellipse, laquelle 
sera le conjugué du diamètre za' , on trouvera > par des eonsidéra- 
tions semblables , ■ ' ^ -, 



{*} Il faut bien te garder de dire , commç on \e trouTC dan» quelques traiiës iïi~ 
néntairea', que teui let paràlUIogrammts' circonscrils à une mime ellipst sont' 
iquivaleni. Loin que cette praponlîon aoît vraie , on peut toBJoari ta proposer de • 
circonscrire & ans ellipse donn^ un pualUlogrunioe dont l'ùre et le» an^at Mwnt i 
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5" = fl*(Cos.*i+Sin.\Cos.*l) ; 
donc 

oa 

c'est-à-dire : 

Dans rellipsCf la somme des fjuarrisde deux diamètres eonju- 
gués quelconques est une quantité constante et égale à la somma 
des quarrés des deux axes. ^ 

10. Désignons, par « et A les angles que font les diamètres con- 
jugues 2a' et s-b* avec lus diamètres du cercle dont Us sont les 
projections. Soient x* , y* les coordonnées d'un point de l'ellipse 
rapporté à ces deux diamètres, et x, y les coordoonées correspoa- 
dantesducercle, on aura 

__ •' j_ jf 

mais on a . 

substituant donc , il viendra 

j/*Cos.'H-:y''Cos.»»=fl'Co8."flCo».*ji ; 
jnais on a aussi 

a'—aCoa.» i'sstfCos,;! ; 

substituant donc, il viendra 

Ainsi y L'équation de F ellipse rapportée à deux diamètres conju- 
gués quelconques t est de même formé que V équation aux axes. 

11. On sait que l'aire de la projection de toute Hg«re plane sur 
un plan incliné au si^n , est le produit de l'aire de cette figure par 
le cosinus de l'inclinaison des deux plans. En remarquant donc 
que l'aire du cercl» est va* , et désignant par E l'aire de l'ellipM , 
on aura 

£=wa'Co8.#=irûi=»(y'3')' 
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c'esl-i-Hire : 

L'aire de Fellipse est égale à celle ^un cercle dont le diamètre 
serait moyen proportionnel entre ses deux axes. 

1 2. On appelle cordes supplémentaires d'ane ellipse , deux cordes 
qui partant d'un même point se terminent aux deux extrémités d'un 
même axe ou d'un même diamètre. Il est aisé de Toir que deux 
pareilles cordes sont les projections de deux cordes supplémentaires 
du cercle , lesquelles étant essentiellement perpendiculaires entre elles 
•ont c<Hiséqueroment parallèles à deux diamètres rectangulaires dont 
les projections sont des diamètres conjugués de l'ellipse. 

Ainsi , Bans Fellipse , deux cordes supplémentaires sont toujours 
parallèles à deux diamètres conjugués. 

De ce principe résultent 1." le moyen de mener une tangente i 
l'ellipse par un point pris sur la courbe ; 2.° le moyen de déter- 
miner deux diamètres conjugués qui fassent entre eux un angle 
donné. ' ■ ■ 

i3. Soient ;? , ^ les angles formés respectirement d'un même 
cAtë , avec l'axe des x , par les deux diamètres conjugués 2a' et lib' } 
et soient p^ , ^ les angles formés avec le même axe par les deux 
diamètres rectangulaires du cercle dont ceux-U sont les projections: 
on aura, comme l'on sait 

]+Tang,^Tang.^r:o ; 
mais on a aussi 

Sin^=:Sin^Cos.* , Sïn.^^Sin.y'Cos.* , 
Cosy)=Cos^ î Co3.y=Cos.^ ; 

d'où 

Tang.;>=TaBg^èo».i , Tang.y=Tang.^Co8,i, 
ce qui donne 

il Tiendra donc en substituant » 

3'-4-â*Tang^Tang.;=o ,• . 
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relation connue et dont la comlilnaison avec les thëorèmes énonces 
(8) et (g) fournit la solution de tous les problèmes relatifs au rap- 
port de grandeur et de situation des diamètres conjugués et deS' 
axes. 

j4- Par le petit axe de l'ellipse soït conduit un plan faisant avec 

le sien un angle dont le cosinus soit — , et soit projetée l'ellipse 

orthogonalcment sur ce plan ; soient x , y ]es coordonnées d'un point 
quclcoatjuc de l'ellipse^ el x' , y' celles du point correspondant de 
sa projection , on aura 

»= î *' . r=r'i 

mais , oQ a d'ailleurs 

substituant donc , il viendra , en divisant par a* 

^'•+ï"=b' ; 

ainsi la projection de' l'ellip^ est un cercle dont le raj'oa est i, 

i5. Far les deux extrémités du grand 3xe de l'ellipse et par l'une 
des extrémités du petit , soit fait passer un arc de cercle ï. ces trois 
points seront les seuls points c<HBmuns aux deux courbes , puisqu'elles 
ne peuvent se couper en plus de quatre points , et que , si ellee 
avaient quatre points commuos , & cause de la symétrie de la figure , 
elles en auraient au moins cinq. 11 est en outre aisé de voir que 
le centre du cercle étant sur le petit axe.de l'ellipse au-delà du 
centre de cetfe ' courbe , les tangentes menées ^ ce cercle par les 
extrémités du grand axe couperont l'ellipse . puisqu'elles formeront 
des angles aigus avec ce grand axe. 

Ainsi , Carc de ctrcle ijui passe par les deux extrémités du 
grand axe et par tune des extrémités du petit est intérieur à 
l'ellipse. 

On démontrera , par de semblables considérations , qne L'art de 
cercle qui passe par les deux extrémités du petit axe et par l'ime 
des extrémités du grand est extérieur à l'ellipse. 
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X)e U il «st facile de conclure, i.* (^ue de tous les angles ins- 
trits yui s'appuyent sur le grand axe , le plus grand est celui ^ui 
a son sommet à textrimité du petit ; a." Que de tous les angles 
inscrits qui s'appuyent sur le petit axe, le plus petit est celui qui 
a son sommet à l'extrémité du grand. 

De l'une et de l'autre de ces propositions et de ce qut a été dlt^ 
(7) , résulte que l'angle obtus formé par les diamètres conjugués 
égaux de ^ellipse est le plus grand que puissent former deux dia- 
mètres conjugués. 

16. Soient une suite de cercles égaux situés dans des plans diffërens , 
se coupant tous suivant un diamètre commun. Si on les projette sur un 
plan quelconque passant parce diamètre, leurs projections seront une suite 
d'ellipses ayant le inSme grand axe. Soit pris cet axe pour axe des abclsses ; 
si y pour une abaisse quelconque , on mèoe les ordonnées correspondantes 
de tous les cercles, les projections de ces ordonnées se confondront en 
«ne sétile droite qui sera une ordonnée commune ^ toutc^ ïA 
ellipses. Que par les extrémités des ordonnées aux difTérens cercles on 
tnène des tangentes à ces cercles , ces tangentes Iront toutes &6 
terminer au nrëmc point du prolongement de leur diaiUètre commun , 
c'est-à-dire , du grand axe des ellipses ; et les projections de ecs 
tangentes , lesquelles seront des tangentes aux dlîpses , concourront 
Aussi en ce point. 

Ainsi , Si une suite d'ellipses ont le mime 'grahd axe » les 
tangentes menées à ces ellipses par les points oà tflles sont cou- 
pées par une perpendiculaire quelconque à ce grand axe ,' concourront 
ttttttes en un même point de son pfolot^eméM. On démoiltreraît 
facilement, à l'aide de ce ^UÏ b été observé (t4) , qne ta même pro- 
priété a lieu par rapport à une suite d'ellipses qui auraient toutes 
le rnftme -petit axe. 

Ce qui prétède Suffit pour inbnhrer comlilfcn la doctrine des pro- 
jections est propre \ simprîtîer la 3ïmonstratît>n ^'un grand nomlirB 
de propositions de géométrie. Nous terminerons par obserrer qu'on 
•e procurerait plus de ressources encore en retibivatit aux prl&c^ek 



y Google 



348 QUESTIONS 

de ta. perspective > comme quelques gëomitres en ont âéji fait 
l'ussai. En particulier , il serait très-facile tle déduire de ces prin- 
cipes les méthodes connues pour mener ^ acec /a r^^/iï, une tangente 
à une section conique y soit par uu point extérieur , soit par un point 
pris sur la courbe (*). 



QUESTIONS RESOLUES. 

Solution du problème d'hydrodynamique proposé à la 

poge 164 de ce volume ; 

Par M. Gergomne. (**) 



i.CJn a deux Tases V et V, en forme de prismes ou de cylindres 
droits. Leurs bases sont horizoniales et ont des aïres respectÎTement 
égales à ^ et ^. Ces vases étant remplis d'eau jusqu'à des hauteurs 
h et h' , on pratique k la fols i l'un et à l'autre et latéralemait 
une fente verticale d'une largeur uniforme par laquelle l'eau s'écoule. ■ 
L'eau du vase V est reçue dans le vase V et cellC' de celui-ci est 
évacuée au dehors. On suppose d'ailleurs que la quantité d'eau qui 
s'écoule des deux vases est indépendante de la pression du liquide 
supérieur ^ que conséquenunent , pour chaque vase, elle est constante 
dans toute l'étendue de la fente qui répond au liquide. Ou suppose 
enfin que le volume d'eau écoulé, pendant l'unité de temps , par une 
unité de longueur de la fente , est f pour le vase. V et c' pour le 
vase V. 

Cela posé^ on propose de déterminer, t.** quelle sera la hauteur 
du liquide dans les deux vases à une époque donnée quelconque ; 

(•) Voy. la note àe la page 338 , du I.*' volume de» Annales. 
(**}■ Ce problème- s è\è propot^ par M. Brèt , prorcueui i la faculté de« 
im ^académie de Greitohle. 
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s.* i queKe époque Teau anra atteint son maximum de hauteur âans 
le vase V^ j S*" eafla quelle sera alors ia hauteur du liquide dans ce 
rase. 

2. Soit z la hauteur du liquide dans le rase V î IVpoque / j i 
l'époque /+i cette hauteur sera 

^+^jL+i:i± + .... ; (A) 

tlle aura donc diminué de la quantité 



(Il 1 dl* 1.3 

' d'où il suit que le volume du liquide évacué durant l'interraUe àm 
temps i sera 

i(-ÎLL^±lJL^ \, 

\ d/ I dt» i.a y * 

o'esl-à-dirc ; 

"~"dri~~ "^u"~ ^' 

3. Présentement si , pendant rinterralle de temps / , le liquida 
eût été constamment entretenu dans le vase V i la hauteur z , !• 
Tolùme d'eau évacué durant cet intervalle eèt été 

«7 ; (C) 

et si « au contraire , le liquide eût constamment été , pendant le mémo 
temps , & la hauteur où il n'est parvenu qu'à l'époque t-\-i , le to» 
lame de la partie évacuée durant le temps i n'eût été que. 

c*est-3i-dire , 

Or il est visible que l'on peut toujours supposer / assez petit , su» 
Tarn. U 35 
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être nul , pour que le volume d'eau réellement évacué Soit «ompria 
entre ces deux-là ; c'esl-à-dire , pour que la fonction (B) soft com- 
prise entre les fonctions (C) et (D),el qu'alors 11 en sera de même 
pour toutes les valeurs de / inférieures h celle-U ; on doit donc 
avoir , rigoureusement en vertu d'un théorème connu (*) » 



c'est-à-dire 

± — iz. n (E) 

4. Si l'on fait z=ir, d'où-i- =e" 5^ . U W"il« , en sulsti- 
tuant et dWisaDt par tf 



d'oi 

i=T—~l, » 

T étant une constante arbitraire. On aoia donc 

■z=/~~'i (F) 

au bout du temps /-H'» z sera donc devenu 

T-Ic'+O r-7' ,, -t'" -7* 
e * =zfi*x«* =z.e * t ■ 

«'■est-i-dire , 

'—7^7 + 7:^—- (G) 

[*) Voyaa le Calcul des dirivatioTis d'Arbogast, ngie de la préface , page XIV. 
\Qjez Buui le Trahi ât calcul différentiel et de calcul intégral de M. Laoroix « « 
deuxième édition , tome i." , introduction, page 6S.. ', 

C) On parvient à ce résultat d'une manière moina rigoureiwe , i la vérité , qaant 
au langage , mais beaucoup plus courte , en remarquant que vzAt et — £dz ne sont qu« 
deux exprsuions diUdrentci du volume de liquide évacué durant l'initanl dt. 
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forrnple qui. doit coïncider avec la formule (A) , et qui montre qufe 
l'abaissement du liquide dans le temps / est 

4^1 — ^z — +.,... (H) 

5. Si l'on yeut compter les temps depuis l'époque où IVcoule- 
lement a commencé, on deyra avoir à la fois z=^k et f=o, ce 
qui donacra 

divisant l'^uation (F) par celle-ci , il viendra , en chassant le dé- 
n<fminateur , 

c'est ]k l'expression de la hauteur 'du liquide dans le vase V au 
hïiut du temps i : elle montre que cette hauteur ^ bien qu'elle dé- 
croisse continuellement , ne pourra jamais devenir tout jk fait nulle. 

6. Considérons actuellement ce qui se passe dans le vase V^; soit 
x^ la hauteur du liquide dans ce vase à l'époque /; ^ l'époque /+« 
elle sera 

et le volume'^de liquide introduit dans ce vase pendant le temps i 
fera (H) 

b 

Si ce volume e&t été subitement introduit à l'époque t » il eût élevé 
le liquide d'une quantité 



e&t été subitement introduit à l'époque 
le quantité 



c'est-i-dire » 
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de manière <]iie ca liquide »e fût trouve » \ l'époque / , \ une 
hauteur 

^ b' I bf i.a^ - 

u hauteur It l'ëpoque /+' eût donc éié dans cette hypoth&se (G) 

+ jr(^'+ )7Z — - 

c'est-i-<iire , 

7. Si , au contraire ce volume de liquide eût été subitemeol io* 
troduit i l'époque /-H' ; comme i l'époque / il se trouvait à la 
hauteur z', sa hauteur à l'époque t-\^ se fût trouvée d'abord (G) 

Ik quoi ajoutant l'élévation (L) due au liquide subitement introduit #. 
c*est-i-dire . 



on aura pour hauteur totale » à l'époque /-H', 

8. Présentement il est facile de voir que / peut toujours ètrs 
Supposé assez petit , sans être nul , . pour que la hauteur eifectire 
du liquide dans le rase V^ , i l'époque /+/ soit moyenne entra 
celles qui résultent de ces deux hypothèses , c'wt-à-dire , pour quo 
la fonction (I) soit comprise entre les fonctions (M) et (N) ,* d'u& 
l'on doit conclure , comme ci-dessus , 
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•a ■ 

9. Po«r que la hauteur z^ du liquide dans le vase Vf âoit m 
masimtim y il faut qu'tm a>t'T~ ^^o i' ce qui donne 

9z — ^tfscQ . d'où ■ 9Z'=-^Zf ; 
or cz et v^zf sont les dépenses respectiyes des vases Y et V dans, 
le ttiéme temps ; ainsi le liquide sera à sa plus grande hauteur dans 
le vase V^ , lorsque ce vase perdra pnfcisément autant d'eau dana 
un instant que le vue V lui «a fournira , ce qui était d'aiUeuis . 
facile à prévoir. ' , 

10* Si entre les équatiAns(£) et (0) on élimine d/'» on obtiendra 



|K»ant alor$ i'=ff d'où — =z ^ H-f , Û tmq^, en substîtaant 
•t divisant par r , . , 



•n en remettant pour y la valeur; ■- et réduisant 

(•) On parvient «iMe-chaœp A ce ré«ilwi , en remarquant' que raccroÎMeinenl do 
volume du liquide dana te taat V , durant l'iiutant dt i peut iu* {gaiement exprima 
par fàt' et par (cr— *'*Odfc ' ' ^ " 
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II. Fn considërant que les valeurs h et h' de 2 et z' doirent ^ 
correspondre , on aura pareillement 

,.^^Lo£^,+Loe;.Ç=j^.L.g.{(}^-^,)A'_MÎ , , 

^uation qui , l;e^'flachée de . la p'r^édejite , detooe 

bv' y r _ h'v ^ (bv'—h'vts'—bve 

oii simpleiii'ent ' ' ' 

«6 qui revient à 

ou encore _ . 



Si^ïv'' . 

formule qui doirfien .e^ lorsque Jt sera cormu.' 

12, NoiW àVMW tiMvé j(5)s - . - .i 

ht» 

substituant donc , il Tiendra • 



+*"^-^b^ <*)•. ... PB 



O STdanf réquaHon' (0) , on aulMlituê'pour* aa vâtéûr en t , elle detîeaâra' 



i' jj. =c^«~» — ,^.î'( 
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C'est U la hauteur du liquide dans le vase V' li l'ëpoque /. 

i3. Si dana l'ëquation (F) on met' pour z' sa valeur — qui con- 

TÎCDt au maximum, elle deviendra ; .' - 

,,.-^^it..[ lïi f-, 

•a remettant pour z sa valeur en /, on aura 

g\.i t J —f^ [^ • irt— (V— yrt»» s ' 
ou en passant des nombres aux logarithmes 

/ V WN , ... ( " »>« 1*'' 

Ajuation qui donnera l'ëpoque / où, le liquide du vase V auT« 
atteint son maximum d'ëlëvation. 

i4> Ces dernières formules se. simplifient lorsque le .vue V ne, 
contient d'autre liquide que celui qu'il reçoit du vase V, On a alors 
lV=;o , ce qui donne pour la hautea» de l'eau- dàn» le jàse V à 
l'époque i , ~ 



z'^ - 



7~7 
«t pour r^poque du maximum de hauteur du liquide çUns ce vase, , 

,_!iÉ):KzO.., •'■■■';' ^ 

'■ ^ ^^ ■ » 

il est remarquable qu'alors l'époque du maximum: est indépendante 
du volume d'eau contenu dans le vase V. 

i5. Si de plus' on suppose les vases V et V absolument égaux 
et percés de la même manière , on ,tçouvera i." pwr la- hauteur d«' 

«elle équation, qui ne paraît être- facilement imëgfrab'e par «ucun mojKiï oonliu'ta'-j 
donc pour intégrale ' Nquation CQ)- 
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liquide dans le vase V à l'iipoque / 



s." pour k plus grande hauteur du liquide dans ce vase 

3." enfin pour IVpoque où le maximum d'élëration da liqtnde aura lïeo 
dans le vase V' 

On traiterait de ta même manière le cas oi l'un des vases on tous 
le* deux seraient construits en forme de c6nes ou de pvramides, 
banques ou non tronqués , et celui où l'on aurait égard i la pression 
du liquide supérieur ; maïs il est douteux qu'alors on parvint ï des 
formules intëgrabies. 

I ' ' 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Géométrie* 

t. £jrrA]4T donnes, dans «n qaadrilatÀpe complet » le triangle forint 
par deux cdtéset la diagonale qui joint leurs extrémités, et connaissant, 
en outre » la position , par rapport & ce triangle , du point de concours 
des deux autres diagonales ; construire le quadrilatère , en nemployaoi 
fue la régie seuiement ? 

II. A un m£me triangle èaitaté quelconque , on peat inscrire une 
Infinité de systèmes de trois cercle» é^ux , tels que chacun de ces cei^ 
des touche les deux autres et un cAti du triangle. 

On propose de construire le plus petit de ces systèmes ? (*) 

(*) On pourrait génIralUer le problème, en demandant (,ue les r<ijom dci troii cer>- 
cl**i>u Ueu d'èlre' égAix , soient entre eux dam un rsppoit dfKinj, Onpourrutauml» 
■renrerMT , en propount de circonscrire , au v/tàtme de trou cerclet guï k tour 
cheot dMai deiu, untrian^e donné fesfkc, ^ toit leplupand fouibU» 
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GEOMETRIE. 

Kclaircissemens sur le troisième et sur le sixième cas 
de la trigonométrie sphérique ; 

Par M. Lhuilier , professeur de mathématiques à racadémie 
impériale de Genève. 

J'appelle troisième cas de la trigonométrie spb^riqnft celui dans 
lequel on donne deux côlës et l'angle opposé à l'un d'eux. J'appelle 
sixième cas celui dans lequel on doone deux angles et le côté opposé 
à l'un d'eux. 

Far les propriétés des triangles polaires , l'un de ces cas est ramené 
i l'autre ; en particulier , le sixième est ramené au troisième. Quoi- 
qu'on puisse traiter, chacun d'eux séparément , et indépendamment 
des triangles polaires , j'examinerai particulièrement ce qui concerne 
le troisième cas ; il sera facile ensuite d'appliquer au sixième ce qui 
aura été dit sur le troisième. 

Ijorsque le troisième cas est possible et déterminé , on a coutume 
de dire qu'il admet tantôt deux solutions , tantôt une solution et 
même aucune , en ayant égard ^ la grandeur du côté donné opposé 
\ l'angle donné, relativement au côté qui est jambe de cet angle. 
Je pense , au contraire , qu'on doit regarder ce cas ( lorsqu'il est 
possible et déterminé ) comme ayant toujours deux solutions. 

Pour éclaircir mon avis à cet égard , je vais discuter le cas corres- 
pondant de la trigonométrie rectiligne , dans lequel on connaît deux 
côtés et l'angle opposé à l'un d'eux. 

Pour construire le triangle proposé, soua les conditions données, 
on fait l'angle A. ( lîg- i > a ) de la grandeur donnée ; sur une de 
Tom. IL 36 
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SQS jambes , on prend AB de la grandeur donnée ; de son extrémité 
S on abaisse sur l'autre jambe la perpendiculaire BD. Pour que le 
triangle sott possible , le côté donné opposé à l'angle A ne doit pas 
être plus petit que la perpendiculaire BD. Lorsque ce côté est égal 
à sa limite en petitesse, le triangle ABD» rectangle en D , est la 
seul qui satisfasse aux conditions. 

La condition de possibilité étant remplie ; du point B comme centre , 
avec un rayon égal au c6té donné opposé à l'angle A > on décrit un 
arc de cercle qui coupe la jambe AD en deux points C et Cy, situés 
de part et d'autre du point D ,- et <t une même distance de lui y 
auxquels répondent deux triangles BAC , BAC. 
,. Partant, en tant que la construction du triangle proposé dépend 
de l'intersection ( supposée possible ) d'un cercle et d'une droite , le 
problème a toujours deux solutions. 

Si le côté BC ( supposé plus grand que BD ) est plus petit 
due le côté AB , jambe de l'angle donné; les deux points C et O 
•ont situés d'un même côté du point A ( iîg. i ) , relativement à la jambe 
AB , et l'angle donné A est déterminé à être sigu. Les deux trian- 
gles ABC , ABC^ ont entre eux les rapports suivans : les angles C 
et C^ sont l'un supplément de l'autre , les côtés AC et AC sont 
l'un la somme et l'autre la difTérence de DA et DC ou DC'' , et tes 
angles ABC et ABC sont aussi 'l'un la somme et l'autre la dliFérencQ 
des angles DBA et DEC ou DBC^ 

Que le côté BC soit égal au côté AB; le point D^ tombe en A . 
le triangle ABC dégénère dans la ligne AB , et le côté AC devient 
séro , en conservant le type de son înclinaîïon k AB. 

Que le côté BC ( Iîg. a ) soit plus grand que le côté AB ; leJ 
points C et C sont situés de diiférents côtés du point A, relativement 
au côté AB. Dans le triangle ABC , l'angle A est déterminé h être 
obtus. Dans les triangles ABC , ABC, les angles C et C sont égaux 
entre eux , le côté AC est l'excès de DC sur DA , et l'angle ABC 
wt l'excès de DBC sur DBA. Quant aux angles en A , les deux 
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triangles dliRrent entre eux en ce que ces deux angles sont l'un 
le supplément de l'autre. 

C'est cette d'ilTéreace <]ui fait regarder ce dernier cas comme n'ayant 
qu'une solution , en tant qu'on regarde l'angle A comme étant 
délerminëment aigu ou comme étant détermînément obtus. 

Lorsque deux droites ( non. perpendiculaires l'une à l'autre) se 
rencontrent , chacun des avgles , l'un aigu et l'autre obtus , qu'elle^ 
font entre elles, peut être pris pour leur inclinaison , jusqu'à ce qu'il 
y ait quelque raison qui lève le doute qu'on doit' avoir à cet égard. 
Or , la grandeur du cdté BC , relativement au côté AB , lève ce 
doute; de manière que , lorsque le côté BC est 'plus petit que le 
côté B\ , il détermine l'angle A à être aigu , dans chacun des trian- 
gles qu'on obtient ; et lorsque, au contraire, BC est plus grand que 
BA , il détermine l'angle A à être aigu dans l'un des ees triangles , et 
obtus dans l'autre. Donc chacun de ces triangles doit être regardé 
comme remplissant les conditions de la question , tantôt pour l'angle 
aigu A dans l'un et dans l'autre ( fig. i ) , et tantôt pour l'angle 
aigu A dans l'un et l'angle obtus A dans l'autre (fig. 2 ) (*). 

L'algèbre vient à l'appui de ces considérations géométriques. 

En effet, en regardant BC et BD comme connus, on a DC* = 
BC*— BD', et partant DC=:i/BC*—BD' ; partant la ligne DC 
a toujours deux valeurs , les - mêmes quant à la grandeur , et diffé- 
rentes par le signe , soit que DC soit plus petite ou plus grande que 
AD , et partant , soit que l'angle A soït aigu ou obtus. L'algèbre et la 
géométrie sont donc d'accord pour faire regarder chacune des deux 
solutions qu'on obtient comme devant être admise. Le problème pro- 

(•) On peut concilier l'opinion de M. Lhuilier avec celle qu'il combat, en dûanl 
qa'i U vëril^ le problème a toujours deux aoiutiont , nais qu'il arrive ici ce qu'on 
rencontre dans la plupart de» problèmea du second degré oi\ , par de» circonstan- 
ce* particulières à la question qu'on traite , une de» deux solutions doit ètn 
reietée ; il parait même que ce n'est que dans ce sent que les géomètres diseet 
^ue le problème dont U s'a^^t ici , peiU souvent n'admettre qu'une solution unique. 
( ZVofc Ju iâiUurs. ) 
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pose, lorsqu'il est possible et hors de la* limite, a donc toujours deux 
solutions. 

Qu'on cherche immédiatement le côlë AC , sans considérer le seg- 
ment AD, on l'obtiendra par l'équation 

hO = AC'-3 AB X ACCojA+AB* , 
laquelle donne 

AC=ABCosA±\/ËC'—AB\S/n.'A. 
Partant, lorsqu'on 3 BC>AB5/fl.A, AC a deux valeurs. 

En regardant A comme aigu , l'une de ces valeurs est toujours- 
positive ; l'autre est aussi positive , si l'on a 

ABCosA>\/hC'-Ab'Sin.^A ou AB>BC ,; 
cette valeur est zéro, si AB=BC > et elle est négative . si l'on a 
AB<BC. 

Ainsi encore , l'algèbre fait regarder l'une et l'autre des détermina- 
tions du point C , dépendantes de la grandeur de AC, comme réelles, 
et comme pouvant difFérer entre elles par la direction de la droite AC. 

Avant de passer à mon but principal , relatif à la trigonométrie 
êpbérique , je croîs devoir faire précéder la proposition suivante. 

LE MME. Soit un point donné de position , sur la surface d'un hémis- 
phère , hors de sa base et différent de son pôle. Par ce point, soient ■ 
menés des arcs de grands cercles ^ la circonférence de la base de 
rhéuiîspbère. Le plus grand de ces arcs est celui qui passe par le 
pôle ; le plus petit est le supplément de celui-là. Les autres sont 
d'autant plus grands ou plus petits qu'ils font des angles plus grands 
avec le plus petit ou le plus grand de ces arcs j de manière qu'ils 
liassent par toutes les grandeurs intermédiaires entre leur plus petite 
et leur plus grande valeur. 

SoltP ( fig. 3) le pôle d'unhémisphère;fioitB un point hors de sa base 

et différent du pôle ; par B soit mené k un point C de la circonférence 

de la base de l'hémisphère l'arc de grand cercle BC ; soit aussi mené 

par B le demi-grand cercle DED' dont la partie BIV soît celle qui 

■ passe par le pôle P, eu sorte que ce ne soit que le prolongement 
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de fiD qui passe par ce pôle ; j'affirme que l'on a BD < BC et 
Biy>BC. 

Soit BQ une droite perpendiculaire au plan de la base de Thé- 
tnisphère ; el soient menées les droites QC , QD , QD'. 

On a , quel que isoit le point C , 

BC»=BQ»+QC». 

Dans toutes les ëquatîons semblables , BQ est constant ; donc le carri 
de la corde BC croit avec le carré de QC ; mais QD pst la plus 
petite et QIV la plus grande des droites QC; donc aussi la corde 
BD est la plus petite , et la corde BD^ la plus grande des 
cordes BC ; mais les arcs BD , BD' , BC sont plus petits que 
la demi - circonférence ; donc aussi l'arc BD est le plus petit 
et l'arc BD' le plus grand de tous les arcs BC. De plus, comme 
le carré de QC passe par tous les degrés de grandeur intermédiaires 
entre le carré de QD et le carré de QD' , le. carré de la corde 
BC passe aussi par tous les degrés de grandeur- intermédiaires entre 
les carrés de BD et BIV y et partant aussi y les tardes BC et les 
arcs BC passent par tous les degrés de grandeur intennédïaires entre 
les cordes et les arcs BD et BD'. 

En' particulier , les arcs qui font avec l'arc BD ou BD' des 
angles égaux de part et d'autre de ces arcs, sont égaux entre eux. 

Cela posé , soit ABC ( Bg. 4 ) un triangle sphérique dont on 
connaît les côtés AB et BC et l'un des angles en A opposé >a 
côté BG ,. 

I. Que les côtés AB , BC , soient tous deux des quadrans , Je 
point B est le pôle de l'arc AC ; les angles A et C sont déterminés 
à être l'un et l'autre des angles droits ; le côté AC et l'angle ABC 
«ont quelconques ; et le triangle ABC est indéterminé. 

Réciproquement , que l'angle A soit droit et que sa jambe donnée BA 
soit un quadrans ; le côté BC est déterminé à être aussi un qua- 
drans } l'angle C est déterminé à être droit ; et le triangle est 
indéterminé. 
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II. Que l'angle A soit droit , et que le côl^ AB soit différent 
d'un quadrans ; que AB prolongé rencontre en A' la circonférence 
de la base AC. 

Le côté BC est déterminé à être plusj^"" > que le plus j A 
des arcs BA et BA'. 

Cette condition de la possibilité étant remplie , il y a deux points 
C el C situés de prt et d'autre du point A el i une même dis- 
tance de lui (•) , auxquels répondent des arcs égaux BC , BC; 
et on obtient deux triangles BAC , BAC qui ne difFèrent l'un de 
l'autre que par leur position relativement à AB. 

III. Que l'angle A soit différent d'un droit , et que l'arc AB soit 
un quadrans. Par B soit mené l'arc de grand cercle perpendiculaire 
i AC rencontrant en D et IV la circonférence dont AC fait partie. 

L'arc BC est déterminé à être plusï^ ïquelcplus! '^ îdesarc» 
*^ (petit P ^ * grand J 

BD et BD^, dont l'un est plus petit et l'autre plus grand qu'un 

quadrans. 

Que ces conditions de la possibilité soient remplies. 

i." Que l'arc BC soît plus petit qu'un quadrans, les deux points 
C et C auxquels répondent les arcs égaux BC et BC , également 
éloignés du point D, de part et d'autre de ce point, sont situés dans 
celui des fuseaux ABA'D auquel répond l'angle aigu en A j par- 
tant , dans chacun des deux triangles ABC et ABC , l'angle A est 
aigu , et les triangles ABC et ABC ont entre eux les relations sui- 
vantes : les deux angles C et C sont, l'un aigu et l'autre obtus , 
supplémens l'un de l'autre ; les côtés AC et AC sont^ l'un la somme 
et l'autre la différence de AD et DC ou DC ; el les angles ABC 



(•) On n'a point cru nécessaire de faire une figure pour ce cas particulier qui eil 
de lui-mime évident. 

■, ( Note des iàitean. ) 
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•t ABC'' sont , l'un la somme et l'autre la différence' des angles CBÀ 
et DBC ou DBC. 

a.** Que l'arc BC soit un quadrans , l'un des triangles ABC de- 
vient le fuseau ABA^D , et l'autre de ces triangles devient le côté 
AB. Pour le premier de ces deux triangles , l'arc AC=AA^ , pour 
le second , l'arc AC devient zéro , et l'angle ABC devient aussi zéro. 

3.° Que l'arc BCsoit plus grand qu'un quadrans, les deux points 
C et C sont l'un et l'autre dans celui des deux fuseaux sphériques 
dont l'angle en A est 'obtus ; l'arc BD , qui appartient à ce fuseau, 
est le plus grand des deux arcs BD et BD'' ^ les angles Cet C^ sont, 
l'un aigu et l'autre obtus, supplémens l'un de l'autre; les arcs AC 
et AC sont respectivement la somme et la différence des arcs DA 
tt DG ou DC; enfin les angles ABC et ABC sont > l'un la somme 
et l'autre la différence des angles DBA et DBC ou DBC. 

IV. Que l'angle A soit différent d'un droit , et que l'arc AB soit 
diiférent d'un quadrans. 

L'arc BG ne doit pas être plus! J que le plus] \ des arcs 

BD et BD^ , perpendiculaires à AC , et supplémens l'un de l'autre 

il la demi-circonférence. Lorsque BC est égal au plus] | de ces arcs, 

l'angle A est déterminé à être i î ; le triangle proposé est unique > 

et dans le cas de la limite. 

Que les conditions de la possibilité soient remplies. 

i." et a." Que l'arc BCsoit donné plus J îqueleplus J ■/ 

des arcs BA et BA'', supplémens l'un de l'autre ^ la demi-circon- 
férence , on obtient deux triangles ABC , ABC l'un et l'autre dans 

celui des deux fuseaux qui a l'angle A < ^ f i ^t partant , dan* 

chacun de ces triangles , l'angle A est déterminé à être ) i° f t 
les angles en C et C sont l'un le supplément de .l'autre ; les côtés 
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AC et AC sont , l'un la somme et l'autre la difîerence des arcs DA 
et DC ou HO : enfin les angles ABC et ABC sont , l'un la somme 
et l'autre la difl'érence des angles DBA at DBC ou DBC. 

3.° Que le côté BC soit donne ëgal au côté AB ; l'un des trian- 
gles ABC s'évanouit , parce qu'il se réduit au côté AB. Que 1* 
côté BC soit donné égal au supplément de AB , l'un des triangles 
devient le fuseau sphérique ABA'A. 

4." Enfin que l'arc BC soit donné à la fois plus î ? que le 

plus { . î des deux arcs AB , A'B 1 les deux triangles BAC , BAC 

sont l'un dans celui des fuseaux ABA'D qui a l'angle aiga en A , 
et l'autre dans celui de ces fuseaux qui a l'angle obtus en A ; par- 
tant , dans l'un de ces triangles , tel que BAC , l'angle en A est 
aigu , et dans l'autre de ces triangles , l'angle en A est obtus. Les 
angles BCA et BCA sont égaux entre eux ; les côtés AC et AC** 
sont, l'un la somme et l'autre la difTérence de DC ou DC à DA ; 
et les angles ABC et ABC sont aussi , l'un la somme et l'autre la 
difTéhïnce de l'angle DBC ou DBC k l'angle DBA. 

Récapitulation. BCa pour limite en < . J le plus; 'des arc» 

"^ "^ ^peiitewe ) ^ ( petit S 

supplémeos l'un de l'antre dont le sinus commun est Sin.AB Sin.A. 

Que BC soit plus petit que !e plus petit des arcs BA , BA' , sup— 
pl,émens l'un de l'autre k la demi-circonférence ; l'angle A est dé- 
terminé à être aigu. 

Que BC soit plus grand 'que le plus grand des arcs BA et BA^^ 
supplémens l'un de l'autre à la demi-circonférence ; l'angle A est 
déterminé à être obtus. 

Que BC soit, à la fois plus j , î que le plus î j ! "^^ î"^' SA' 

et BA' , supplémens l'un de l'autre à la dcmi-cîrconférence ; dan* 
l'un des triangles obtenus , l'angle A est déterminé à être aigu ; et dans 
l'autre de ces triangles , l'angle A est déterminé à être obtus. 
Le problème : Déterminer un triangle dont on connaît deux càtès H 

tan^lt 
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Fangle opposé à fun ^ettx ? ( lorsi]u'll est possible et dctenniné ) 
a toujours deux solutions , en tant qu'on prend le mot inclinaison 
dans son acception générale,, et qu'on se- réserve de lev'er le doute 
si celte inclinaison est aiguë où obtuse, d'après la relation des deux 
côtés qui fournit une raison déterminante pour lever ce doute. 

On a coutume de donner pour raison tri gonom étriqué de l'indé-^'- 
termioation du triangle proposé la double valeur d'un angle donné 
seulement par son sinus , en tant que l'angle C est déterminé par la 
proportion Sin.BC:Sin.AB=$in.A: Sire-C; cette raison s'applique seule- 
ment aux deux premiers cas , dans lesquels les angles A de chacun des- 
triangles ABC , ABCX sont l'un et l'autre aigus ou l'un et l'autre obtus ; 
mais elle ne «'applique pas au troisième cas dans lequel les angles 
en A sotht l'un aigu , dans l'un des triangles , et l'autre obtus » dans 
l'autre de ces triangles. Je pourrais aussi, pour soutenir mon opi- 
nion , m'appuyer sur cette proposition : le sinus de A est le même 
pour deux valeurs de A dont l'une est le supplément de l'autre. 

La véritable raison de la double solution du problème proposé 
me parait être la possibilité de mener deux arcs obliques , égaux 
entre eux à la circonférence d'un grand cercle , depuis un point 
qui' n'est pas le pâle de ce cercle. 

En admettant , dans toiis les cas , la double solution du problè- 
meproposé (du moins lorsqu'il, est déterminé possible et hors de la 
limite ) , on lève l'anomalie de negarder un problème du second 
degré (lorsqu'il est possible ) comme ayant tantôt deux solutions, 
tantdt une seule , et même comme pouvant n'en avoir aucune. (*) 

(*} Ce qu'on p«at conclure de tout ceci ^ c'est fjue , pour s'exprimer d'une ni&- 
nîère canyenahie , il faut dire que le problème où il s'agît de déterminer un trian- 
te sphérique par la connaissance de deux de ses côtes et de l'angle opposé à 
Fun d'eux, conudéré d'une manièpe abstraite , admet toujours deux soIutroM ; tnaî* 
que souvent, par les circor.stances de la question dont on s'occupe , une de ces so- 
lutions et même toutes tes deux doivent èlre rejetëes. La mé^e remarque s'appli- 
que au cas où il s'a^t de déiemùner le triangle par la coiuuûtsance de deuy de m* 
angles et du c6té oppose 1 l'un d'eux. 

'' ( Kort dtt iditeurt. ) 

Tom. Il 37 
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On sait en eiïet qu'on a l'ëquation 

Cos.ABCos.A.O^Si/i.AhSi'n.ACCos.A= Coj.BC ; 
d'où on tire , en considérant AC comme l'iiiconaue , 



Cn* Ar.= *^'-^*^ Cos AB y ySin.'BC— Sin'ABSin.'Â 
1 — Sin-^ABàin.'A ' 



1— Sin.>AB5in!^Â 



QUESTIONS RESOLUES. 

Démonstration du théorème énoncé à la page 164 c?e 
' ce volumef 

Par MM. Pilatte , professeur de mathématiques spéciales 
au lycée d'Angers , Legrand, professeur de Mathématiques , 
et R.OGHAT , professeur de uavigatiou à St-Brieux. 



Ji/ NONCE. Si t par F un quelcongue P des points du périmètre 
d'une hyperbole , on mène deux droites VA , PB , respecti- 
cameni paralUles à ses asymptotes , et que , par un autre point 
quelconque m , pris sur ce périmètre , on mène une suite de droites 
coupant VA en a,a',a", ..., PB en h ^W ^h" , ..., et la courbe en 

n, n', n", ...: o« aura —r- = — = — = ..=: Constante, 

Démonstration. MMPÎlatte, Legrant] et Rorhat ont donne de ce 
théorème àai démonstrations anallliijues qui reviennent à peu près à 
ce qui suit. 
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Soient pris ( Bg. 5 ) le point P pour origine , la droite Pj4 pour 
axe des *, et la droite PB pour axe des y ; l'équation de l'hyperbole 
sera de la forme 

xy—kx+gy, (1) 
et donnera 

hx 

si donc on désigne par « l'abscisse da point m , son ordonnée sera 

h» 

6—' 
Sn conséquence l'équation de Mn sera de la forme 

k détenninaat ta direction de cette droite. 

Si f àxaa l'équation (II) on fait y=o , la râleur qui en résultera 
pour X sera celle de Pa ; on aura donc 

P«=«— ; . 

*tff— «) 

Si ensuite on éllmmo y entre les équations (I) et (II) , en divisant 
l'équation résultante par X — a , la valeur qui en résultera pour x sera 
alors l'abscisse du point n , laquelle aura pour expression 

^— ^î 
* *(«— ) 

ce sera donc I^ aussi la projection de nh sur l'axe des x. Quant à 

la projection de na sur le même axe , elle est la dUTérence de» 

abscisses des points n' nia prises avec leurs signes ; ce sera donc 






~(s-). 



Ainsi , les projections de na et nh sur l'axe des x seront tespee- 
tivement 
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T -(«—>= — ii — • 

gh ■_ h—k(g—») _ 

et comme na el nh sont proportionnelle» à leurs projections sur une 
même drwte , on doit avoir 

na __ A— ft(g— *) fc(y— «) ï _ «—g 
ni A ' ft— kCg— -) ' g ~ g 

quantité indépendante de k, qui détermine la direction de mn, et qni . 
sera conséquemment la même lorsque cette direction changera, pourvu 
que le point m reste le 'même. 

Outre cette démonstration analltique, M. Legrand t donné du théo- 
rème la démonstration purement géométrique que voici : 

Soient C le centre de. la courbe j Cg , Ch ms asymptotes; M, 
N les points où elles sont rencontrées par la droite mn; G, H ceax. 
où elles sont rencontrées par les prolongemens de PB et PA ; et 
soit menée par le point m une parallèle à Cg, se terminant en ^ à 
CA et c*9§aat PG en e. . ■ ' 

Par la propriété fondamentale de l'hyperbole rapportée à ses asymp- 
totes et par les parallèles, on a 

dm:PG::de'.Ge , 
PG,Mai:Ge:mM , 
mN:dm::Nh:de ; 
proportions qui, étant multipliées par ordre, donneront, en rédui- 
sant, 

mN-.Ma'-.-.m-.mM , 
d'où 

On aurait semblablement 

Maxm=nMxnN ; 
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ee qui foumît déjà un théorème asse» remarquable. 
Malatenaat la proportion 

mNiMa:-N6:mM 

donne 

mJ^^Ma-.Nh—mM-.-.Ma-.mM i 

ou , en faisant attention que mM"^ nN , 

mn~~ma :n&:: Ma : itiM: : PG : eG 
ou 

na:nh:.PG:eG , 
d'oii 

na PG 
ni ~ "«G 
quantité constante, quelle que soit la direction de mn^ tant que le 
point m restera le même. 

M. Piiatte indique , comme application de ce théorème , la réso- 
lution du problème suivant : 

Décrire une hyperbole qui passe par trois points donnés , et dont 
les asymptotes soient parallèles à deux droites données ? 
On tire, en effet, de la proportion ci-dessus 
na—nh:na.:PG—eG:PG , 
ou 

f al-.naiiPeiPG ; 

et , si l'on mène par n une parallèle à Ch , coiïpant PH en f, on 
aura pareillement 

ah:mh'.:Pf:PB. 

Cela posé, soient m, P, n les trois points donnés; par P soient 
rnenées des parallèles aux droites données > et conséquemment aux 
asymptotes; soit menée mn , coupant PÂ et PB en a et h\ et soient 
enfin menées, parallèlement aux mêmes droites, les droites me et 
nfy rencontrant en « el y les prolongemens de PB et PA* Alors les 
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trois premiers termes de chacune des deax proportions ci-dessas se 

trouvant connus, on pourra déterminer PG et PU > et conté(|uem- 

mcnt les points G , H par lesquels menant des parallèles Cg et Ch 

aux droites données, ces parallèles seront les asymptotes de la courbe, 

dont la construchoD , par points , ne présentera plus alors aucune 

difficulté. 



Solutions du premier des deux problèmes proposés à 
la page 196 ûîe ce volume* 

Première solution ; 

Par M. Lhuiuer, pi^afesseur de mathématiques à l'acadëmie 
impériale de Genève. 



J_iE cas dans lequel le polygone proposé est un triangle, est de 
première facilité ; en particulier il se- construit par fausse position de 
la manière la plus simple. II n'en est plus de même lorsque le 
nombre des c6lé$ du polygone proposé est plus grand que troia^ 

LEMME. Soient des droites données de grandeur. On demande de 
couper chacune d'elles en deux parties , de manière que les rap- 
ports de ces parties , deux à deux ,. soient donnés , sous les conditions 
suivantes : on connaît le rapport d'une partie de la première 
à une partie de la seconde ; celui de l'autre partie de la seconde 
à une partie de la troisième; celui de l'autre partie de la troisième 
\ une partie de la quatrième , et ainsi de suite , jusqu'à ce qu'on 
parvienne au rapport de la seconde partie de la dernière à la seconde 
partie de la première* 

Premier exemple. Que les droites données soient au nombre de 
deux seulement Soient AB et A'B' deux droites données de grandeur 
( %■ 6 ) , à couper ta X et X' , de manière que les rapports de 



y Google 



RÉSOLUES. 371 

AX ï WX' et de A'X** à BX soient , l'un et l'autre , ^gaux ^ des 
rapports donnes. 

Que le rapport donne de AX à B^X^ soit ëgal au rapport de 
AB à- B'^i et soit porte Wh' sur -^A^ de B^ vers A'. 

On a AX :B<X'=AB:B'3' , 

d'où BX ;^X'=AB:B/^ ; 

si donc on pose A'X' : B X = Z : A B , 

il viendra AOC': A'X'= Z : B^i' ; 

on connaît donc la difFérence A^è' ( s'il y a lieu ) et le rapport des 
droites AOC'' et i'X/ , et consëquemment ces droites sont l'une et 
l'autre déterminées. 

Construction. Que le rapport donné de AX \ BOC' soit présenté 
sous la forme du rapport de Afi à Wb' , et soit portée Wb' sur B'A'. 
Que te rapport de K'%' à BX soit aussi présenté sotis la forme du 
rapport d'une droite L à AB. Enfin soient déterminées les droites 
A'X^ et h'%' dont la diiférence A'b' est donnée , et dont le rapport 
est celui de Z à AB. 

Remarque. Pour que le problème soit déterminé , les points h* 
et A' ne doivent pas coïncider. En. eiFet , si le rapport de AX à B'X' 
est donné ^gal au rapport de AB à A''B' , le rapport de BX i A'X' 
se trouve déterminé à être égal au même rapport , et la question 
proposée demeure indéterminée. Cette question est impossible , si le 
rapport ai AX ^ B''X^ étant donné égal au rapport de AB à A'B^ , 
le rapport de BX à A''X^ n'est pas donné égal au mtoie rapport. 

Second exemple. Que les droites données soient au nombre de 
trois. Soient AB , A'B' , A'^' , ( fig. 7 ) trois droites , données de 
grandeur , à couper en X , X' , X" , respectivement , de manière 
que chacun des trois rapports AX : B'X' , A'X' ; B^X" , A^X": BX 
soient égaux \ des rapport donnés. 

Que le rapport de AX à B'X' soit égal au rapport de AB & 
S'a' ; et soit porté B'a' sur B'A' de B' vers A'. 

Oa â AX ! B'X'=AB : B'û' . 
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d'oi 


B X :«'X'=AB:B'<i' ; 


posant donc 


A"X":BX= i:AB , 


il viendra 


A"X" : a'X'= L : Wa' . 


SoU en outre 





donc A"X":tf/X/=A/'B":i'tf' ; 

et làf'X":yX'-K"^''.h'a' , 

posant donc K' yu :Wyj' =. M : A"B'', 

il- viendra enfin A'X' : i<X'=3f : ^V . 

Od connaît donc la somme K'h' et le rapport des droites AOC' 
et ^^X' ; donc ces droites sont l'une et l'autre connues. 

Troisième exemple. Que les droites données soient au nombre 
de quatre. Soient AB , A'B' , K."W ^ Km^'" ( fig. 8 ) , quatr« 
droites données de grandeur , \ couper en X , X' , X", X'", de 
manière que chacun des quatre rapports AX : B'X' , AOC' : B'OC" , 
A^'X" : B^'X'" , A" 'X" ': BX , soient égaux à de» rapports donnés. 

Soit fait AX :B'X'= 

d'oi BX :a'X'=: 

posant donc A"OC'" : B X = 

il viendra hf"\.'" : aOCs 

Soit encore i ; B'«'= 

d'où K"f%!":an^'-K'"Wxa'h' \ 

et conséquemment B'^X*"' : ^'X'= \f"W^' : a'h' i 
posant donc ' A'OC-" iB^OC^'^ M: K"^" , 

il viendra A'Ot":^ X' = Jlf : Vi' . 

Fartant, on eonnait» de grandeur, les droites A'^ et A"B", et 
les rapports A'X' : B"X" , A'OC" ; VSJ ; donc la question proposée 
sur quatre droites est ramenée \ la question correspondante sur deux 
droites. El , comme cette dernière est susceptible d'indétermination 
et d'impossibilité, aussi la question proposée sur quatre droites est 
susceptible d'indétermination et d'impossibilité. 

On montrera précisément, de la même manière, que la question 

proposée 



AB 


»a' . 


AB 


Wa' ; 


- L 


;AB , 


L 


:B'fl' . 


A/'/h"' 


:«'*', 
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«roposëe sur cinq droites est ramenée à la question correspondante 
Bur trois droites ; et parlant la question est toujours possible, dë- 
termin^e et susceptible d'une seule solution. On montrera aussi que la 
question proposée sur six droites est ramenée à Ja question corres- 
pondante sur quatre droites, et partant qu'elle est susceptible d'îm- 
possibilité et d'indétermination, 

£n général f la question étant proposée sur -un nombre quelconque 
de droites ( plus grand que deux ) , elle est toujours ramenée à la 
question correspondante sur des droites dont le nombre est inféri«rur 
de deux unités. Si donc le nombre des droites données est impair, 
le problème est finalement ramené à trouver deux droites dont on 
connaît ta difFérence et le rapport. Afin donc que, dans ce cas, le 
_ problème soit possible et déterminé , la difFérence ne doit pas éva- 
nouir, et le rapport donné ne doit pas être un rapport d'égalité. Si 
la différence évanouit, le rapport est déterminé à être celui d'égalité, 
et alors la question est indéterminée. 

Remarque. On résout sensiblement de la même manière les cas 
dans lesquels les droites données sont , en tout ou en partie , des 
différences des droites cherchées. Le nombre des droites données étant 
quelconque, pair ou impair, si le nombre de celles auxquelles ré- 
pond une somme est pair, la question est susceptible d'indétermina- 
tion ou d'impossibihté. 

PROBLÈME. A un polygone donné , inscrire un polygone de même 
nom, dont les côlés soient respectivement parallèles à des droites 
données de position ? 

Solution. Dans chacun des triangles retranchés par les cAtés du 
polygone inscrit, lesquels ont pour bases les cotés de ce polygone 
et pour sommets les sommets correspondans du polygone donné; 
dans ces triangles, dis-je, les angles sont donnés; partant, ces trian- 
gles sont donnés d'cspôce, et en particulier les rapports de ceux de 
leurs côtés qui font partie des cOtés du polygone proposé, sont donnés. 
Delà la question est immédiatement ramenée au lemme qui vient 
de nous occaper. 

Tom. II. 38 
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Savoir : désignons par A, A', A'',.... A*'* , A", les sommets 
du polygone donnri, et par X, X', X", ....X*'*' , X" , les 6om- 
mets du polygone cherché, de manière que le sommet X soit sur 
A^A , le sommet X' sur AA' , et ainsi de suite. On connaît lea 
droites A^A, AA^, A'A'/, ....A"-' A", et les rapports AX:XA'', 
A'X/:X/A'', A'/X/':X'''A/'/,....AnX'':X*'A de leurs parties. 

Puisque cette inscription est ramenée à notre lemme, elle est pos- 
sible et unique, lorsque le nombre des côtés du polygone proposé 
est impair } elle est susceptible d'impossibllilé ou d'indétermination, 
lorsque le nombre des côtes de ce polygone est pair. - 

Je crois devoir ëclaircir l'indétermination, si elle a lieu, par quel- 
ques exemples. 

Premier exemple. Soit un quadrilatère A A^A^'A"' .(fig.g )dontAA" 
et K'h.'" soient les diagonales. A la diagonale K'K'" soit menée arbi- 
trairement une parallèle, se terminant en X et X'" aux côtés AA' 
et AA''' de ce quadrilatère. Par les points X et X'" soient menées 
à l'autre diagonale AA" des parallèles , se terminant en X' et X" aux 
côtés A^A' et K"h-''" , et soit enfin menée X'X". J'affirme que cette 
droite sera, comn-n XX"', parallèle & la diagonale A' A'"; et par- 
tant quç le quadrilatère XX^X^X'" est uu parallélogramme. 

On a, en eiFet, par construction, 

A^X'iAX =A"A':A'A , 

. AX :AX'"=A'A -AK'" , 

AXW;A"X"=AA"/:A"A"' ; 

donc A"X': A"X"=A"A':A"A'" ; 

donc X'X" est parallèle à A' A'". 

Ou bien, les rapports X'A'zA'X,' XA:AX'", X'"A'";A'"X" 
ëtant respectivement égaux aux rapports A"A':A'A, A'ArAA'", 
hA.'":S."\'" , le rapport A^X': A^X" est déterminé k ôlre égal au 
rapport K''h.';K."tiL'" : et le nombre des polygones équiangles ins» 
criptibles au quadrilatère proposé est illîmilé. 

Second exemple. Soit KSJM'K"'k""èC un hexagone. ( fig. i o ) Soient 
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s les diagonales AA", A'A"/, A.''A."", A'^'A» , A''/'A , qui retran- 
chent deux côté*. Par un point X , pris arbitrairement sur l'un AA' des 
côtés, soit menée k la diagonale AA'' une parallèle terminée en X' 
au côté A'A'' ; par X' soit menée à la diagonale A'A"' une parallèle 
terminée en X'' au côté A'^A'" j soient de même menées X"X'" 
parallèle à A'^A'''' , X'"X"" parallèle à A'^^." . X""X*' parallèle à A""A . 
et soit enfin menée X^X ï j'affirme que cette dernière droite est 
parallèle à la diagonale À'A^. 
On a , en eATet , par construction 

X A' :A' X' =A A' :A' A'' . 
A' .X' iX" K"f-k' A" :A" A'" , 
X" K"f : A/" X"'= A'/ A.'" : k'i' A"" , 
AW xw : X'^/'Av = A"'Aw/ : A^'"A' , 
X''"Av : X'' A^ =A''/'A'' : A A'' » 
donc X A' :X''A''=A A' :A A* ; 

donc la droite XX'' est parallèle à la diagonale A'A*. 

Partant , les rapports X A' : A'X' , A'X' : '^"X/" , X^'A^ ; A"'!"'' , 
A''Oi'":X'"'Ay , X'^'^A^iX^A* étant respectivement égaux aux rap- 
ports AA': A'A'/ . A'A// ; A'^A'" , A^'A^" : A'^A" , A/'/A'^'/ : A"''Av , 
A'^'A" : AA" , le rapport XA'' : X^A' se trouve déterminé à être égal 
au rapport A A' : AA" ou encore , dans le polygone XX''X'''X''''X'''''X*' , 
les côtés XXS X'X'/, X"X'", X^'^X"'' , X"/X^ étant respectivement 
parallèles aux diagonales AA", A^A'", A"A''" , A'^'A" , A^'A, le 
côté restant X^X se trouve déterminé k être parallèle À la diagonale 
A" A' j et le nombre des hexagones , équiangles entre eux , înscrip- 
tihles i rhexagone proposé , sous les conditions données , demeure 
illimité. 

Cette propriété s'étend à tous les polygones d'un nombre de côtés 
pair , en menant des parallèles aux diagonales qui joignent les 
extrémités des côtés des angles du polygone donné, 

Scholie^ Le problème proposé trouve une application qui mérite 
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d'iili-c menlionn^e. Qu'on demande A'inscrire à un polygone donné wt 
polygone de même nom dont le contour soit le plus petit ? Il esE 
aisé de déiiioiitrcr que Ici deux, cùtés de chacun des angles du poly- 
gone cherché doivent faire des angles égaux avec le c6lë du poly- 
gone donné sur lequel est situé le sommet de cet angle (*). Si le 
polygone propose a un nombre impair de ci')(cs , ces angles sonl 
delcrnilnés par les angles du polygone proposé , et l'inscription deman- 
dée est unique et délcrmlnce. Mais , si le polygnne proposé a un nombre 
pair de cùlés , pour que le problème soit possible , la somme des 
angles de rang pair du polygone proposé , ^ parlir de l'un quelcon- 
que , doit être égale à la somme de ses angles de rang impair (**)• 
Cette égalité étant supposée , le n^inibre dt>s polyganes à inscrire est 
illimîlé ; et ils ont tous le même plus petit contour. Cette application 
remarquable fait l'objet d'une dissertation qui est à ta suite de mon 
ouvrage intitulé : De relatiane mutua capacitatis et terminorum 
Jîgurarum. 

(*) Vojez It lomc i de» annotes , page SjS , Itmme t. 

(**) Celle proposition revient il U suivante : si tntrt n inconnues Xi,x^ ,x, } ... . 
tc„., , x„,on a êijaationt dt la forme 



x„+x,=A„ 
tlquen soit im nombre impair , ces inconnues seront de terminées. Si, au eonlrm're, 
n eit pair , le problème ne sera possible ^„e sous certaine relation entre les don- 
nées ; relation qui , si elle a lieu , rendra ce problème indéterminé. 
On a, eu elïtty i.° dans le cas de n impair 

CA.+A,+ ..+A,.>-(A.-f.A,4...^.A„.,J=ax,; 
ifi Dans le cas de n i>:>ir, 

(A.+A,H hA„.,)_(A,+A.4-..+A„)a=o 

équalion clc condilion qui , suivant qu'elle aura où n'aura pa» liou, rendra la pro- 
bUiae indéterminé ou im^u^sible. 

' C Notes des éditeurs, > 
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La différence que présentent , à l'égard du sujet de ce mémoire, 
les polygones rçctillgnes , suivant que te nombre de leurs côt4s esl 
pair ou impair , n'est pas la seule qui distingue ces deux classes 
de polygones. Je vais encore en donner deux exemples. 

Qu'on demande d'inscrire à un cercle donné un polygone dont 
les angles soient donnés. Celle condition suiBt pour déterminer le 
polygone cherché , lorsque le nonihrc de ses côtés est impair , de 
manière que l'inscription est toujours possible. Au contraire , le 
nombre des côtés étant pair, l'inscription est possible seulement, 
lorsque la somme des angles donnés de rang pair est égale h celle 
des angles donnés de rang impair. L'égalité entre ces deux sommis 
ayant lieu en eflet^ le nombre des polygones inscriplibles , sous les 
conditions données, demeure illimité; et, pour que le problème soit 
déterminé , on doit ajouter quelque condition indépendante de la connais- 
sance des angles , et qui soit y par exemple , relative au contour 
ou à la sudace. 

De même, qu'on demande de circonscrire ï un cercle donné un 
polygone ( dont le nombre des côtés est plus grand que trois ) 
ayant des côtés donnés; ce problème esl susceptible d'une seule solution , 
si le nombre des côtés du polygone à construire est impair. Mais * 
que te nombre des côtés de ce polygone soit pair , une condition 
essentielle , pour que le problème soit possible , est que ]a somme des 
côtés de rang pair soit égale à la somme des côtés de rang impair. 
Cette égalité étant supposée , le problème est susceptible d'un nom- 
bre illimité de solutions. 

Le procédé que j'ai suivi pour résoudre le problème proposé , 
consiste à diminuer successivement de deux unités le nombre des 
côtés du polygone k construire , et partant à réduire finalement 
la question proposée à l'inscription d'un triangle , d'une part, 
pour les polygones impairs , et à' celle du quadrilatère , pour 
les polygones pairs. On peut aussi traiter chaque polygone immédia- 
tement , sans ramener la question à un polygone d'un moindre 
nombre de côtés. Il me suIEra d'exposer ce procédé sur un quadrilatère. 
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Soit KK'K"k.'" un quadrilatère auquel on doit inscrire un autre 
quadrilatère XX'X"X"', dont les côtés soient respectivement paral- 
lèles à des droites données. 

Que les angles du premier quadrilatère soient désignes par A , 
}if , K" , h'" et soient faits 

Ang.A X X"'=- , Ang.A' X X' =^ , 
Ang.A' X' X =-' , Ang.A'/X'X"=^' , 
Ang.A/'X"X' =.'/ , Ang.A/"X//X'''=/»" , 
Ang-A'/'X/^'X" -*'" , AngA X'/'X =^w . 



soit enfin XA'= 



A''X'=Â'A''— jr.— . 



Siii."«/' 5in.«'.5in.i«" Stn.«" âin.is/.Siii.B' 



Sin*'.Sin*".&n.i^" ' 



- kf"K-k"k>n ^"■^" -LA/A/' ^iaf^-^' - S-fr-'^i-^-Sin.*" 



A X =A'"A. 



âiii«'.S;n>."f>in.«»' > 

S!n.«.Si'n."" ^^■"' " ' Sin.«,5m-«'"^»ii.«''i 

Sin.^.Sm.3'.Sin.;9".S!n fl'" . , 



Cette dernière équation donne 

( Sin,fl.Sm.3'.Sm.a".5Jn, 



Si n , ».Si n. «'.Sin. •''. S j ri. «' 



. l.A.A"'.2l£:iîl£r_A»A.Î^ • 

Sin.A.Sin,<ii"'.Sia.fl/' âin.«.Sin.a" ' Sin.* ' 

d'où on tire 



, Google 



RÉSOLUES. a;9 

A A' .Sin.« .SlnV .Sin.-".Sin.«"'— A' A".SIn.-'.Sinj>'. Sîn.*".Sm.|SW 
+A"A"'.Sin.«'.Sin.»"'.Sin fif' Siii.,a"'— A"'A .S in. «'.S in «".S In. «'".S In.,»"' 

'~ Sm.#.Sln.«'.Sin.«".Sin.«"'— Siii.i9.Sm.,3'.Sin.,9".Sin.;*" " 

Le problème est impossible si , entre les données , on a la 

Muje ^uatlon 

Sin.«.Sin.»'.Sin.«".Sin.«''''. = Sin.|i.Sin.jl'.Sîn.jl'',Sîn.jl''''. 
Mais si l'on a , en outre , 

A A' .Sin.* .Sin..' ^ïnV.Sin.-w ) l A'A".Sin.«'.Sin^.a*ii.ir.S:o.^« 
4.A"A"'.Siii.-'.Sin.«"'.Sin.(î".Siii.il"' ) l+A"'A.Sio.«'.Sin.«*.Sm.«i'*.5iojïw 

le problème est Indéterminé. 
Si, en particulier , on a 

la première condition est d'elfe -même satisfaite , et la seconde 
devient 

AA'.Sin.«+A''Aw.5în.-"=A'A".Sin.#'-l-A/'/A.SinV. 
11 faut donc alors que cette condïrïon soit remplie pour que le pro- 
blème soit possible ; et , si elle l'est en effet , ce problème demeure 
indéterminé. 

Le procédé est exactement le même pour les polygones d'un 
plus grand nombre de côtés , et ne diffère de celui-ci que pour 
la longueur. 

Lorsque le nombre des côtés du polygone proposé est impair , It 
dénominateur de la fraction qui exprime la valeur de jr , au lieu 
d'itre la différence de deux produits , en est la somme ; et consé- 
quemment il n'y a lieu alors ni à impossibilité ni à indétermination. 

Scholie. On peut réunir , sous un même énoncé , le problème qui 
fait l'objet de ce mémoire, et celui qui est résolu à la page ii5 de 
ce volume , comme il suit : A un polygone donné , inscrire un 
polygone de mime nom dont (quelques-uns des côtés passent par 
des points donnés de position , et dont les autres soient parallèles 
à des droites données de position ? 
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Deuxième solution ; 

Par M. Penjom , professeur de mathématiques au lycée 
d'Angei-s. 

J'observerai d'abord que , pour que le problème proposa n'ait qu'une 
solution unique , il est nécessaire d'indiquer à laquelle des droites 
données de position chaque côté du polygone chercbé doit être parallèlei 
car autrement, m désignant le nombre des côtés du polygone donne, 
et conséquemmcnt aussi le nombre des droites données de position, 
le nombre des solutions du problème serait 1.2.3 m. 

Soient S, S, et S, S, deux côtés consécutifs do polygone donne 
( fîg- II ), et soit X,X, le cûlé du polygone cherché qui répond 
à l'angle S^. Par S, soit menée S.K, parallèle ù celle des droites 
données de position à laquelle X,X, doit Ëlre lui-même parallèle. 
Soient SjSi^j, , S,K,=iiS,X,r:j-, , S,X, = j-,; nous aurons 

— = — ou- fl.y,— p.jr, , 

et il est clair que , si m est le nombre des côtés du polygone proposé^ 
nous aurons m équations semblables entre les 2m inconnues 



r. ' r. . r. r™ - 

Nous aurons de plus, entre les mômes inconnues, m autres équa- 
tions de la forme x^^-{-y,'=xat » ■1^i-|-^',=î'ï» , ce qui sera suf- 
fisant pour les déterminer; et, comme ces équations sont toutes du 
premier degré, le problème, lorsqu'il sera possible et déterminé, 
n'admettra jamais plus d'une solution. 

Premier exempte. Pour le triangle , les équations seront 

d'oCi 
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â'où on tirera 



Deuxième exemple. Four le quadrilatère , les équations seront 
d'où on tirera 

jr, — g, . I 

o,«,o,«,— A,i,^,i^ 

Ces résultats , dont la loi est manifeste , se construiront par des 
quatrièmes proportIonneUes. 

Troisième solution ; 
Far M. Kochat , professeur de navigation à St-Brieux. 

J'appliquerai seulement le procédé au quadrilatère ; son uniformité 
laissant assez apercevoir de quelle manière il peut être étendu à 
tout autre polygone. 

Soit SS^S'/S/" le polygone donné ( fig. il ) et soit XX^X'^X'" 
le polygone cherché. Soitconstruit arbitrairement un polygoneAA^A"A''''', 
dont les côtés soient respectirement parallèles aux droites données de 
position , et conséquemment aux côtés du polygone cherché , et dont 
tous les sommets A , A' , A" , excepté le dernier A'" , soient respec- 
tivement sur les côtés SS' , S'S''' , S^''S^^'' du polygone donné. Soient 
Tom. Il 39 
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enfin M , N les points où le dernier côté S^'S de ce polygone at 
coupe par les direction» A^A.'" et AA'" de» côtés de l'angle A'". 
A cause des parallèles , on aura les proportions 

N X''':A X ::S N :S A » 
A X :A^X'::S' A ïS' A/ , ' 
A'X' lA^X^riS^'A/ iS^A" , 
A'^X" : M X''': : S^'A" : S'/'M ; 

lesquelles, étant midttpltées par. ordre ^donoetonr» en réduisant . 

NX'/' : MX'" : ; SNxS'AxS"A'xS'"A" : SAxS'A'xS"A*xS''^ 

donc 

NX"'— BTX'" ou- MN ; MX'":: 

SNxS'AxS^A'xS^A"— SAxS'A'xS"A''xS"'M: SAxS'A'xS"A''xS"Ta ; 
donc 

SAxîî'A'«*'A*VS«"M 



MX'"=MN, 



SNxS'Ax5"A'xS"'A"— SAx&'A'xS"A"xS"'M 



cette valeur de MX'" étant construite , par des quatrièmes propor- 
tîoHnelIas , on connaitra la position du sommet X'", et alors il sera 
facile d'achever le polygone. 

Quatrième scilutiwi ; 

Par M. Pilatte', professeur de mathématiques spécialci 
au lycée d'Angei-s. 

Soit SS' ( fig. i3 ) l'un des côtés du polygone donné ; soit X 
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celui dea sommets du poligone cherché qui doît $e troarer aur la 
direction de ce côté , et soit fait SX=x. 

Soit pris arbitraîremeot un point A sur la direction SS'; et soit 
opéré avec ce point A , comme on le ferait avec le point X , si > ce 
dernier étant connu , on voulait construire le polygone demandé. 
Si le dernier côté du polygone construit , ^ partir de A , venait se 
terminer à ce mime point , le point A serait , en effet » le point 
dierché } mais en général et dernier côté viendra se terminer en an 
autre p<Hnt B de SS^. 

Si l'on op^ ensuite 'par rapport iro point B comme par rapport 
au point À > on déterminera un troisième point C , dépendant du point 
B de la mèpie manière que celui-ci dépend du point A. 

Soient faits SA=<i, SB=^ , SC=i£. 

Si l'on prend le point 5 pour origine , et le côté SS' pour 
axe des ;f , on se csnvaincra facilement que la relation entre les deuxi 
variables a et à doit être du premier degré seulement , et peut consé- 
quemment être représentée par l'équalion 

pa-^9^=r i (I) 

dans laquelle />,^,r sont des constantes dépendant de la nature du poly- 
gone donné , et de la direction connue des côtés du polygone cherché. 

Mais , puisque c dépend de 6 de la même manière que cette 
dernière quantité dépend de a y on doit avoir parùllement 

pi~i^c=r ; (II) 

or , si a eût été pr'is égal i s ^ è eût aussi été égal 4 jr ; on doit 
donc avoir encore ' 

p^r^x=r . (III) 

Retranchant successivement de l'équation (III) les équations (I) 
«t (11) , il viendra , en transposant > 
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équations qui , étant divisées membre à membre , donneront 

X — a «— > t"— flc 

— ■ = — douj 



ai_(a-H) 



expression facile à construire. ^ 

Pour plus de simplicité , on peut prendre pour le point arbitraire A. 
le points lui-même; on a alors ii = o , et par conséquent 



ce qui réduit la solution du problème à la recherche d'une troi^iàme 
proportionnelle à deux lignes données. 

Supposons qu'on ait pris a<,x , il est facile de se convaincre 
que le nombre des côtés du polygone étant impair, on aura A>jr 
et c<.X',on aura donc aussi a<.b ^ c<,h d'où a-\-c<,2b; ainsi, dans 
ce cas , le dénorninateur de la valeur de x ne pouvant devenir nul , 
le problème sera toujours possible. 

Mais, a étant toujours pris <jr, si le nombre des côtés du po* 
lygone est pair , on aura a<,x, hK.x , £<x , et il pourra fort biea 
arriver qu'on ait a-|-f=23, alors le problème sera impossible, à moins 
cependant qu'on ait , en outre , ac^b* , auquel cas le problème 
serait indéterminé; or, des équations 

a-\-cr=2b et ac=.b* , 

.il est facile de conclure 



«insi , dans le cas d'un nombre de côtés pair , on reconnaîtra que 
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le problème est impossible , si le point B se trouve au milieu de 
l'intervalle qui sépare les points A et G ; et on reconnaîtra qu'il est indé - 
terminé , sî , le point A étant pris quelconque . le point B coïncide 
avec lui (*). 

Cinquième solution ; 
Par M. Gergonne. 

I.* Soit m le nombre des cdtés tant du polygone donné que 
du polygone à construire ; concevons une suite de polygones 
P, P' , P",... dont les côtés soient respectivement parallèles aux 
droites données de position, et dont les m — i premiers sommets soient 
sur les m^i premiers côtés du polygone donné^et soient S , S*, S'^, .. 
les m.™" sommets de ces polygones. 

3." Le lieu des points S, S', S",. ...est une certaine ligne dont 
les intersections avec le m.™* côté du polygone donné peuvent évidem- 
ment être prises pour le m.™* sommet du polygone cbercbé. 

3." Or 1 il résulte des considérations développées dans les solutions 
précédentes , et il serait d'ailleurs très-facile de prouver a priori ^ 
par une simple ébauche de calcul , que le problème proposé n'est 
que du premier degréj donc le lieu des points S, S*, S",.... ne 
peut jamais couper le m.'^^ côté du polygone donné en plus d'un 
point ; donc ce lieu est une ligne droite. 

4.* La construction du problème proposé se réduit donc ^ ce qui 
'Suit : construisez arbitrairement les deux polygones P et F' qui vous 

' (*) Cette méthode peut , avec quelques modifie al ions £tre appliquée à b solution 
du problème traité i la page 1 16 de ce volume. Il Taut «eolement alon d^ienain» 
un quatrième point D, faire SD=^; posant alors 

phc+qb^rc=s , 

IVIimination Ae p, ij , r entre ces quatre équations donnifra les deux valeurs de 
S qui résoudront le problème. 
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détermineront les deux points S et'S'; en joignant ces deox ptunU 
par une droite, l'intersection de cette droite arec le m.™* côte du 
jo'ygone donné sera le ni.*"* sommet du polygone cherché. 

S.** Si la droite SS' est parallèle au m.™' côté du polygone donn^, 
le problème sera impossible ; si , au contraire , elle se confond arec 
lui ou , ce qui revient au même , si les sommets S et S' sont sur 
( e m.^" cdté , le problème sera indéterminé. 

6.* Si m est un nombre impair , il est facile de Toir que les 
angles S et S^ seront l'un dans l'autre , c[u'ainsi leurs sommets ne 
pourront se trouver tous deux ni sur le m."* côté du polygone 
donné » ni sur une droite qui lui soit parallèle , et que consëquem- 
ment, dans ce cas , le problème sera toujours possible et déterminé. 

7.' Mais il n'en sera plus de même si m est un nombre pair , parce 
qu'alors les angles S et S' ne seront plus l'un dans l'autre. 

6.* Cette construction , qui difi'ère peu de celle de M. Pilatte, rentre 
.dans ce que les arithméticiens appellent Règle de deux fausses 
positions. Elle est parfaitement analogue i celle que M. Servais 
a donnée d'un autre problème ii la page 116 de ce volume. 



LETTRE 

De M. DuBOuncvKT , professeur de mathématiijues 
spéciale! au lycée impérial , aux rédacteurs des 
Âouales, 



SÎESSIEUJtS , 



Xj'isriur qui 9'est glissëe , en ëcrirant la formule logarilfamîqii* 
qui se trouve à U page fa du a.' ïoluqie des Annula , et dont 
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QUESTIONS PROPOSÉES. aBy 

Ml Sarroîs fût mention à la pa^ 178 da même volume/ ëtant 
eorrig^ie , ma formule en acquiert un plus grand degré de slmplicitë ;. 
et , avec la même forme qu'elle avait d'abord , la série cousenre toute 
■a conTergence. On a , en effet , toutes réductions faîtes , 

JTai l'honneur, etc. {*) 

Pans , ie 6 décembre 181 1. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problème de Géométrie. 

A un tétraèdre donné quelconque, inscrire quatre sphères de manière 
que chacune d'elles touche les trois autres et trois faces du tétraèdre } 

Problème d Alliage, 

Deux vases A. et B^dont les etpaeitës sont respectivement a et 
i, sont remplis d'un mélange d'eau et de vin dont la proportion 
est connue pour chaque vase. On a deux mesures égales dont la 
commune contenance est r» et que l'on plonge, en même temps, 
dans les deux vases pour les remplir , après quoi on verse dans 
chaque vase le liquide tiré de l'autre. On réitère la même opération 

(*) Il eil bien vrai qu'au moyen de ceue petite U-atufonnation , U série , en 
•e ilmplifîant , reprend sa forme primitive et , avec elle , toute sa convergence , A 
du moins , comme on le fait asses couvent , on veut juger de la convergence d'une 
•ëria par le rapport de deux termei consécutifs quelcor^^ues. Maïs *i,au contraire, M 
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n fois consëcutivcment ; et on demande quelle sera alors ta propw- 

lion de l'eau et du vïn dans chaque vase ? 



cela paraît tout auui naturel , on veut catîmer le degré de convergence des aëries par 
le nombre de leurs termes qu'il faut employer pour parvenir à une approxima~. 
tion donnée , l'aaserlion de M. Servoia est exacte. Les termes de la première 

série n'étaient, en effet» multipliés que par > tandis que ceux de la nou- 

relie le sont par ■■' — , quantité nécessaîronent plus grande que la première, 

•i , comme l'exigent les usages de la formule | a; est plus grand que l'unité. 

Il est donc vrai que la formule, en se modiGant, a un peu perdu, sinon de 
sa convergence, du moins de sa faculté approximative, et c'est là sans doute ce 
qu'a voulu dire M. Servoia. 

Mais la formule de M. Dubourguet, ainsi modifiée n'en est pas moins très- 
précieuse , parce qu'elle coruerre toujours les avantages indiqués dans la note d* 
la page 70 de ce rotume. 

( tint* du idittwi. ) 
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CENTRES BE GRAVITE. aSj 



STATIQUE. 

Recherche directe et rigoureuse des centres de gravité 
du triangle et du tétraèdre ; 

Par M. Gergonme. 



XJans la Correspondance sur T école polytechnique (*) , M. Bertliot , 
■professeur au lycée de Dijon , a présenté la recherche des centres 
de gravité du triangle et du tétraèdre , dégagée de toute considéra- 
tion d'infiniment petits et de limites. Sa méthode ne laisse rien à 
désirer du côté de la rigueur; mais c'est une réduction à l'absurde 
qui , comme touies les démonstrations de ce genre , a l'inconvénient 
de supposer que l'on sache déjà À l'avance à quel résultat on doit 
parvenir. Le but que je me propose ici est de traiter les même» 
questions par des méthodes directes qui me semblent plus simples 
et non moins rigoureuses que celles de M. BerthoL 

AXIOME. Les centres de gravité des triangles et des tétraèdres 
semblables sont des points homologues de ces triangles et de ces 
tétraèdres. (**) 

(•) Tom. 1 , n.* 7 , pag. aag. 

(•*) A l'exemple d'ARCHlMEOE , fai cru pouvorr admettre cette proposition aa 
nombre de* Axiomes ; mai» , ai l'on en jugeait autremant, on pourrait la remplacer 
par la suivante qui se démontre facileinerit. 

LEMME. Les ditlancts des centres de gravité de deux triangles ou de detuo 
télraidres semblables , aux bases de ces triangles ou tétraèdres , sont proportionntlUt 
à leurs hauteurs. 

yoicî de quelle manière peut te dëmontier cetle proposition. 

Tom* il. 40 
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PROBLÈME. Déterminer le centre de gravité de Vaîre d'un 
triangle quelconque ? 

I. Soient H el h les haulaurs de deux ti-rangles it^mhUbles ; soient », fi, lei 
angles des bases de cet Irlangles; soient enfin G it ^ lea hauteurs reapeclives de 
leurs centres de gravité au-dessus de ces bases. 

H , a, /S , ^tant donnés , le premier de ces deux triangles eat absolument déter- 
mina ; son centre de gravité l'est donc au»s! ; il en doit^dooc être de même de 
la dislance G de ce point i la base du triangle; le rapport de cette dislance i sa 
hauteur doit donc être également déterminé ; et coosé^uemment on doit «toït , 
au plus , 

^ désignant une fonction encore inconnue , mais absolument déterminée. 

Or , il est impossible que H, qui est une ligne , entre dam le second membre 
de cette équation , puisqu'alors cette ligne te trouverait Être seulement fonction det 

deux angles • , ^ , et du nombre abstrait — . . On doit donc avoic «im^kment 

6tl ' aura donc pareillement , pour l'autre triangle , 

(ToA on conclura 

H _ * 

II. Si fî et & sont lei hauteurs de deux tétraèdres semblables dont G ^ g soient 
les hauteurs respectives des centres de f^iavité au-dcstus- des plans de leurs bases; 
en désignant par a, ;3, deux des angles de ces bases , et par y , ^, i, les angle* 
dièdres que les trois autres fat es forment avec elles ; par un raî^onnemenl, sem- 
blable au précédent on prouvera que , bien que la détermination complète des deux 
tétraèdres exige que l'on connaisse, outre les cinq angles » j fi, ^r ^> *> hof* 
hauteurs H et h , on doit ni'anmoins avoir 

«I cODtéquemmest 
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■ Solution. Soit ABC ( fig. 1 ) un triangle dont on cïierche le 
centre de gravité ; soient m , n , /> les milieux de ses côtés. En 
joignant ces points par des droites , on divisera le triangle donne 
en quatre autres qui lui seront semblables , et dont les dimensions 
seront moitié des siennes. 

■ Soit pris AB pour base du triangle donn^, et soient pris ses 
homologues A/>, ^B , nm, mn, pour bases des triangles résultanf 
de sa décomposition. Soient T l'aire du triangle donné , H sa bau-- 
leur et G la distance de son centre de gravité i sa base ; soient 
t , h j ç ,4es quantités analogues, pour l'un des petits triangles; oa 
aura ( Axiome ) ' 

r=4/ . H=2h y G=2g. 

Remarquons présentement que les distances des centres de gravite 
des deux triangles Anp et pmB i la droite AB sont également g; 
que celle du centre de gravité de mpn à cette droite est h~g ; et 
qu'enfin celle du centre de gravité de nCm à la même droite 
est h+g. 

Si donc on prend AB pour axe des momens , on devra avoir 

d'oi 

4TG=4t(.2g+2i)=T(G+H) ; 
donc 

3<;=H d'où G=\H. 

Ainsi , La distance du centre de gravité de Paire d'un triangle 
à la base de ce triangle est le tiers de sa Hauteur ; d'où il est 
aisé de conclure que ce centre se trouve à l'intersection des droites 
^ui joignent les sommets du triangle aux milieux des côtés opposés. 

LEMME. Le centre de gravité du volume dun octaèdre , régulier 
ou non régulier , mais dont les faces opposées sont des triangles 
égaux ayant leurs plans parallèles , est à son centre de figure ; 
c'est-à-dire , au milieu de la droite ^ui joint deux sommets opposés 
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quelconques ; ou encore à P intersection des trois plans qui divisent 
roctaèdre en deux pyramides (juadrangulaires égales ; d'où il suit 
que la distance de ce centre à Fune des Jaces de l'octaèdre est 
moitié de Tintervalle qui sépare cette face de celle qui lai est 
opposée. 

Démonstration. 11 est aisé de se convaincre , en effet , qne l'oc- 
taèdre dont il s'agit ici est symétrique par rapport ^ trois plans passant 
par le point que nous assignons comme sou centre de gravité. (*) 

PROBLÈME. Déterminer le centre de gravité du volume d'urt' 
tétraèdre ? • 

Soit âBCD ( Hg. a ) un tétraèdre dont il s'agit de déterminer 
le csntre de gravité. A la moitié de la distance entre ses sommets 
et les faces opposées soient conduits des plans parallèles à ceux de 
ces faces; ces plans en détacheront quatre tétraèdres qKtip^rpm^, 
snCm , Dasr , qui lui seront semblables , et qui, ayant leurs arêtes 
moitié des siennes , auront chacun le 8.™' de son volume. Ces 
tétraèdres enlevés , il restera un octaèdre mnpi^rs , ayant ses faces 
opposées égales et parallèles , et un volume moitié moindre que celui 
du tétraèdre proposé. 

Soit prise ABC pour base du tétraèdre ABCD, et soient prises pour 
bases des quatre petits tétraèdres les faces homologues à celles-là. 
Soient désignés par T le volume du tétraèdre proposé 7 par H sa 
hauteur, et par G la distance de son centre de gravité au plan de 
sa base. Soient désignées par t,hyg les quantités analogues, pour 
chacun des petits tétraèdres ; et soit enfin désigné par le volume 
de l'octaèdre ; nous aurons ( jixiume ) 

Remarquons présentement que la distance du centre de gravite de 
cbacun des petits tétraèdres q\np , rpmh , snCm au plan ABC est g ; 
que celle du centre de gravité de Dqsr à ce plan est ff+A ; et 

- (•) Vû/esle tome i." dei Annales ^ page 355 «t luivantet. 
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qn'ciifin celU du (^ntre- de' ^aTiti«> de, l'ootaèdre au même plan est 

( Lemme ) égale \'-h. ,^- : zc- . '.. 

" £n prenant doife AtBCpoarle plan des Jinomehs, on devra avoir 

donc 

«a 

i6G=40-i~SH ; 
d'où 

Ainsi , la distance du centre de granité du poîume d'un tètrahdre 
au plbn de sa base est le quart de sa hauteur j d'où II est facile 
de conclure que ce centre est situé à Vintersection des droites qui 
joignent les sommets du tétraèdre aux centres de gravité des aires 
des faces opposées ; et , par suite y qu'/7 est situé au milieu de la 
droite qui joint les milieux de deux arêtes opposées quelconques. (*) 



QUESTIONS RESOLUES. 

Solution du dernier des deux problèmes proposés à la 
page i^ de ce volume i 

Première solution^ 

Far M. Lhviubh , profeâ^eur de mathématiques à ^académie 
impériale de Genève. 

§. I. 

JuEMME. 2. Trouver deux droites dont on connaît le rectangle et 
la différence des carrés ; ou , déteiminer un triangle rectangle dont on 

(•) Voyei U Camspoadanca sur PécoU polyuchni^ut , toiM ii , n.» », 
page 96. 
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«muait uneâes jamb«sde l'aogle droit^et le'rectangledelliypotBénâM 

par l'autre Jambe de l'angle droit ? 

&)it ABX (tig. 3) on ttlangl^ rectanglu dont on connaît une 
de* jambes AB de l'angle droit , et le rectangle de l'hypolbénuse 
AX par l'autre jambe BX de l'angle droit ; on demande ce triangle. 

Que le rectangle doaaé AXxBX ^ok égal au; rectangle du côte 
donné AB par une droite L , en sorte qu'on ait AXxBX=ABxi; 
OR déduira de là . . ' . - 

AX :AB =L :BX , 
«t AX^AB>^i»:BX- , 

d'où AX--:ABxZ:=ABxi:BX\ 

Soit conçue la droite XZ perpendiculaire 4 AX et qui renconti^ 
sn Z le côté AB prolongé i on aura 

AX*=ABxAZ , BX»=ABxBZ ; 
donc 

donc on connaît la diH'érence AB et le rectangle L* des deux droites 
AZ et BZ ; donc ces droites sent données. 

Consiruhion. Que le côté AB soit prolongé en Z , de manière 
que le rectangle ÂZX'BZ soit égal au carré de La droite donnée L. 
Sur AZ , comme diamètre , soit décrit un demi-cercle dont la circon- 
férence rencontre en X la perpendiculaire i AB élevée depuis le 
point B } en menant AX i le triangle AXB sera le triangle 
demandé. 

En appliquant le calcul à cette construction > on trouve d'abord 



AZ=v/jAB'-i-y,'+iAB , 



BZ=:ï/iAB*-l-Z.'— 7AB ; 



AX»=AB,yiAb'~|-i'-l-iABÎ , 



DX*=AB(/^AB'-l-i:'— rABj . 
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' "Remetquê. On peut traiter ce problème d'une tnanlàre puremchl 
algébrique comme U suit. 
Soient 

AX=jr , BX=j' . AB=tf , ^ 

Ibs ëqùatî^Ds du problème seront; 

%* — )^=«' , ocyszal , 
ajoutant au carré de la^première le quadruple du câtréde la se- 
cmde , il viendra , en extrayant la racine quarrée de l'équatiott 
résultante , - 



"mais on a «*— ;y*=o' j 

done 



5- =• 

' LEMME. tJ. Soient deux droites parallèles entre elles , données 
de position ; et soit un point donné de position , sur le plan de 
ces droites. On demande , sur l'une des parallèles y un point duquel 
menant deux, droites perpendiculaires entre elles , dont une passe 
par le point donné , et dont l'autre soit terminée \ la seconde des 
parallèles données, la dilFérence des carrés de ces droites soit donnée f 

Soient Aâ'', BB' , ( fîg. 4 ) deux droitei parallèles entre elles , 
données de position ; et soit P un point donné sur ' le plan de ces 
parallèles. On demande , sur l'une de ces droites , telle que AA^ , 
un point X , duquel menant deux droites , l'une XF au point donné 
F , et l'autre XZ , perpendiculaire à XP , et terminée en Z à l'autre 
parallèle ; la difTérence des carrés de XZ et de PX soit donnée de 
candeur ? 

Pes points P et Z soient abaissées sur AA^ les perpendiculaires 
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PA. et ZY. L'angle PX2 étant supposé droit , les angles PXA, ZXY, 
valent ensemble un angle droit, et partant les triangles PXA. , XZY 
sont équianglcs ; donc 

PA:AX=XY:ZY pu APxZY=AXxXY. 
Mais les droites PA et ZY sont donnas de grandeur ; donc le 
rectangle AXxXY est aussi donné de grandeur. 

Or, PX'=:AP'-(-AX' , 

et XZ'=ZY*H-XY' , 

donc XZ'-PX' = (ZY'-AP»)+;XY'— AX') . 

Donc , on connaît le rectangle des droites XY et AX « et la dif- 
férence di leurs carrés ; donc ( Lemme i ) ces droites sont l'une et 
l'autre connues. 

§.3. 

PROBLÈME. Couper un prisme triangulaire donné par un plan f 
de manière que la section soit donnée d'espèce ? 

Soit B ( fig. 5 ) un point donné , sur l'une BB' des arêtes d'un 
prisme triangulaire , dont les deux autres arêtes sont AA' , CC-'. On 
demande de couper ce prisme par un plan passant par D , de maaièr* 
que la section soit donnée d'espèce ? 
Soit BXY la section cherchée. 

finalise. Du point B soit abaissée sur le plan de la face opposée 
la perpendiculaire BP. Du point P soit abaissée sur la commune 
section XY de cette face et du plan cherché la perpendiculaire FZ ; 
et soit menée BZ. Lia droite BZ sera la hauteur de la section , en 
prenant XY potir base et B pour sommet. 

Le triangle BXY. étant donné d'espèce, le rapport de XZà ZY 
est connu , et partant le point Z appartient à une droite donnée de 
position , parallèle à AA' et CC , et sur le plan de ces droites ; 
soit cette droite DD'. 

Le rapport de XZ à BZ est aussi donné ; et partant si , sur la 
droite XZ , on conçoit portée une dnùle ZV égale à BZ , le pcnnt 

T 
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y appartiendra aussi \ une droite donnée de positron , parallèle ^ DIV, , 
et toujours dans le plan de AA' et CC. 'Soit ££^ cette droite. 

Cela posé y la différence des carrés de BZ et FZ est égale au 
carré de. la droite donnée BP ; donc aussi la différence des carrés 
de ZVet de PZ est égale au carré de la droite donnée BP , et les droites 
FZ et ZV sont l'une perpendiculaire à l'autre ; donc ( Lemme ) ces 
droites sont déterminées. De U découle la construction suivante c 

Construction. Du point B soit abaissée sur la face opposée une' 
perpendiculaire BP, Sur celte face soientdéterminées deux droites(paral- 
lèlesaux arêtes du prisme ) telles que, menant une droite quelconque sur 
le plan de celte face, les parties de cette droite , comprises entre la première 
parallèle et les deux arËlcs , soient entre elles dans le rapport donné des seg- 
mens faits sur la base de la section , par la perpendiculaire abaissée de son 
sommet sur cette base; et que la partie de la même droite, comprise entrot 
ces deux parallèles, soît à la partie de cette droite comprise entre 
la première et l'uue des deux arêtes dans le rapport donné de la 
hauteur du même triangle au segment correspondant de sa base. Que 
DD' et ££/ soient ces deux parallèles. Soit déterminé sur la première 
( Lemme 2 ) uo point Z tel que , menant de ce point deux droites 
perpendiculaires entre elles, l'une ZP , terminée au pied P de la 
perpendiculaire BP , et l'autre ZV , terminée en V sur E£' , la 
différence des carrés de ces deux droites soit -égale au carre de la 
perpendiculaire BP. La section XBZ qui passera par le point B et 
par la droite ZV , sera la section cherchée. 

§• 4- 

Application au problème proposé. Que la projection donnée d'es- 
pèce soit prise, pour base d'un prisme droit } soit coupé ce prisme 
par un plan, de manlère'que la sectîàn soit se^lable au triangle 
donné. La base du prisme et la section sont entre elles comme U 
projection demandée du triangle proposé est à ce triangle. 

Coroilaire. Un parallélogramme étant proposé , on peut le projeter 
Tom. U 41 ' 
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orthograpKiquflnicnt , de manière que «a projection soit un autre 
parallélogramme donné d'espèce. En particulier, on peut projeter un 
' parallélogramme ôrthographiqiiement , de manière que sa projection 
toit un carré. 



On peut rechercher immidialement les angles que les côtés BX et BY 
font avec l'arcle BB', et parlant l'inclinaison des plans du triangle 
projeté et de sa projection orthographique donnée d'espèce. 

Que les cotés B\ et BC de la section perpendiculaire aux arêtes 
adjacents au point B Wient désignés par a et c ; que l'angle compris 
»oit désigné par ?; que les angles B'BX et B'BY soient désignés 
par X .et°par y ; que' l'angle B du triangle XBY soit désigné par ^ ; 
qu'enfin le rapport des côtés BX et BY soit celui de « 4 y; on 

aura 

fl=BXSIn.:r , c=BYSmj^ 

donc 

, fl;<:=flS!njf:ySin.y d'oi £Sin.x=ySin.j' ; 

doûc ■ , . 

Sin.r= — SIn.:r , Cos./= */ ,_i!_ Sin.'jr . 
. y • ^ V* 

Or, dans l'angle «Jide triangulaire formé en B , par les angles ' 

B'BX , B'BY , XBY . on a 

Co>.&— CosjcCu^ 

Mettant pour Sln./ et Cos-y leurs valeurs et chassant les dénominateurs, 
il viendra, ■_.:,.,,,. 

i<X)S.^Sin.ÎJ7=:3*Cos.i-T-Cos.jr./y'— fibin.'j , 
dégageant cette éqnatièiV de l'irratlonnallté , et mettant po«r Cos."JC 
sa valeur i — Sin.*:r, elle deviendra, toutes i réductions faites , 
*'Siu.',3Sin>j— (tf*-^2.T3'Cos.JCos.,3+v*)S>n-**-H''^»>**=o '' 
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en obtiendra de ntéme , 

y*Sîn.'/îSin.*j — »•'(£■— iryGos^Cos.jS+»*)Sin.'y+rVSin/^ = o. 

Lorsqu'on a déterminé les angles x tl y ^ on a déterminé les 
rapports des dimensions du triangle à projeter et de sa projection -, 
- partant aussi on a déterminé le rapport des surfaces de ce triangle 
et de sa projection. Or, ce rapport est celui du sinus total au cosinus 
de l'inclinaison de leurs plans entre eux ; parlant oette inclinaison 
«st connue. 

§. 6 . 

Le problème qui fait l'objet du Lemme premier est un cas par- 
ticulier d'un problème plus général , dans lequel l'angle B au lieu d'élrc 
droit est -un angle quelconque. 

Ce problème général est solide. Je Tais en exposer la solution 
par l'intersection du cercle et d'une parabole. 

Soit ABX un triangle ( iîg.- 6 ) dont on connaît un câté AB » 
un angle B sur ce cÔté , difTérent d'un droit , et le rectangle des 
deux autres cdtés ÂX et BX , on demande ce triangle. 

Soit Â^ perpendiculaire à BX ;'et que le rectangle donné soit égal 
au rectangle de la perpendiculaire AÏ par une droite / donnée de 
grandeur. 

Puisqu'on a ,, ■ * 

AXxBX=Àix/, ' 
on doit avoir 

AX:A3=/:BX d'où AX':Ai»=;»;BX' j 
donc 

AX'— A3»:A«>=/'— BXvBX» , ' 

ou iXvA3»=/'-BX':BX' . 

Du point B comme centre , avec le rayon / s<fit décrit un cercle ; 
et que la jKrpendiculaïre élevée i BX depuis le point X rencontra 
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en Y la circonfôrence de ce cercle ; on aur? ^■— BX*=XY* ; duM 

iX:Ai=XY:BX , 
d'où A^xXY=:3XxBX ; 

donc le point Y est k une parabole dont B3 est une double cood- 
donnée de l'axe , et dont le paramètre est la perpendiculaire A^. 

Remarque. La parabole qui passe par le centre B du cercle dont 
le rayon est /, coupe toujours en deux points > au moins ^ la circon- 
férence de ce cercle ; maïs elle peut aussi couper celte circoofiérence 
en deux autres points , ou la toucher en un point ou ne la rencontrer 
en aucun autre point. Au cas du contact répond une limite , en 
petitesse , du rectangle propose.. Comme ce problème est seulement 
accessoire au but principal" de ce mémoire , je ne crois pas devoir 
insister sur la discussion de ces difTérens cas. 

Ce dernier problème , envisagé algébriquement , conduit à une 
équation du quatrième degré. 

Soit AB=tf , et que l'angle B soit désigné par ^. Soit BX=:r » 
le rectangle donné est s^/x* — îaj:Cos.f-{-ii' ; que ce réctangle soît 
^* , on a l'équation 

éélle équation a au moins deux racines réelles. 

Deuxième solution ; 

Par M. D. Encontre , professeur , doyen de la faculté des 
sïriences de racadémie de Montpellier; 

I. Soif ABC (^ iîg. 7 ) le triangle, qu'il s'agit de projeter , ses 
projections sur tous les plans parallèles à celuisur lequel on le projetera 
seront toutes égales. Nous pouvons donc supposer que le plan de 
projection passe par tel point qu'il nous plaîra dâ choisir ; et nous choisi- 
Eûos le point A. 
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II. Soit men(!e AE parallèle à BC , les angles CAE et ACB seront 
égaux et les projections de BC et AE seront parallèles. Si donc nous 
parrenons à projeter AB , AC , AE , de manière que leurs projections 
forment des angles donnés , les projections de AB , AC , BC for- 
meront aussi des angles donnes; d'où îl suit que la question se rëduit 
À trouver un plan sur lequel projetant orthogonalcment deux angles 
adjacens donnes , compris dans un même plan , leurs projections soient 
des angles donnés. {*) 

m. Soient BA.C , CAD ( fig. 8 ) les deux angles adjacens pro- 
posés ; prenons , à volonté , la longueur AB , et par B concevons , 
dans le plan BAD > une droite BCD , parallèle à la commune section 
AE des deux plans ; la direction de cette droite n'est pas connue. 

Soient menées AF , perpendiculaire sur BD ; puis B^ , ï/, -Qc, D</ 
perpendiculaires sur le plan de projection; ces perpendiculaires seront 
égales, et auront leurs pieds sur une même droite ^«/parallèle à BD. 

Joignons M , A/, Ar , AéT , les angles AJB , A/F , ArC, kdD 
seront droits , A/* sera perpendiculaire à bd qui est parallèle i BD ; 
ainsi les droites FA et~yA étant toutes deux perpendiculaires au 
même point A de la commune section AE des deux plans , l'angle 
linéaire YKf qu'elles formeront mesurera l'angle formé par ces deux 
plans. 

IV. Faisons l'arbitraire AB=i ; faisons en outre Sin.BÀC=» ; 
Sin.BAD=ji , S\n.bk£=v , Sin.iArf=^ 
T^ule^ ces quantités sont connues. 

Faisons encore Bb~Yf=Ce=lid~x , et Sin.ÂBD:=y. 
Ces quantités sont inconnues. 

(*) Le problèniQ envisagé de celte manière revient i celui-ci : Etant donnètt 
Us diffirerues tant des longitudes çua des ascensions droites de trais points de 
Véclipti^ae , diterminer son inclinaison à Pi^iuUeur et le litu de Fi^uinax» f 
Le« deux an^ei i projeter sont les différences entre les trois longitudes ; Ut 
anglei que doivent former leurs projecliona sont les différences des ascensions droites } 
•afin rinclinaisvn des deux pUna est l'obliquité de l'ëcliptique, 

( No» des éditeurs. ) 
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On a 

Sin.ACB=S!n.(BAC+CBA)=.\/ 1— }--+r/ ■— ■=P . 

Sm.ADB=Sln.(BAD-)-DBA)=V-/'+JV/'— "■=Q ' 

en fa'iant donr, entrer P et Q dans le calcul , nous n'introdaironj 

pas de nouvelles inconnues. 

V, d'après cela on a 

.^ Sin.ABF ,. „.,_ V _' 

AF= —Y * Sin.FA/= -— = — » 

"' AB ■' ' •' Af jr ' 

I AF 'y 



Ac=v/AC'-Cc'= Jï//'— i"*' . 



TI. Il ne s'agit plus malntenaDt que de trourer deux équations 
entre les deux inconnues x et y. Or , on sait que les aires des 
triatigles BAC , BAD multipliées par le cosinus de l'angle FA/ doivent 
donner pour produits les aires des triangles èAc , 6Ad ; on sait 
d'aiileurs que 

BAC=:^ABxACxSin.BAC . 

^Ac=^'-AbxAc xS'in.bAc , 

BAD=iABxADxSin.BAD , 

iA</=7AixA(/xSiQ.iArf , 
àont 



•y y* — X* = s^\/ 1 — x'.y^y* — P'j 



fi\/y* — x*^i\/i — x\\/y' — Q'^' . 
On peut simplifier ces équations ; mais l'équalion finale à laquelle 
•n parviendra, en éliminant, sera nécessairement très-compliquée. 
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Troisième solution ; 

Par M. TÉDENAT , correspondant de la première classe de 
l'Institut, recteur de l'académie de Nismes. 

Soit ACB le triangle à projeter , ( fig. g ) et supposons , ce qtii 
est pennis , que le plao de projection passe par le point C ; soït CD 
Hnterscctiun du plan de cette projection avec le plan du triangle ACB; 
dcs^ points A et B soient abaissées , sur le plan de projection , les 
perpendiculaires AA" , BB'' ; en joignant CA'' , CB", A''B" , le 
triangle A'^CB" sera la projection du triangle ACB , et les prolon-7 
gemens des droites AB , A'^B" devront rencontrer en un même 
point D l'intersection des plans des deux triangles. Soient cnBn pro- 
longes les droites CA''' , CB" en A' et B' , de telle sorte que CA' , 
CB' soient respectivement égales aux deux côtés de l'angle égal à C 
dans le triangle donné d'espèce auquel la projection de ACB doit 
Être semblable. En joignant A'B' , cette droite sera parallèle à A'^B", 
«t. A^CB*. sera ce triangle donné d'espèce. 

Les triangles ACB^ A^CB' étant donnés , posons 

CA.=« , CB=:f , Ang.ACB=y , AB=r 
CA'=a/ , CB/=*' , Ang-A^CB/^/i A'W=c' 

en désignant par h le rapport inconnu entre les côtés homologue» 
des deux triangles A'CB' , A^'CB'' , on aura 

CA'/=xa' , CB"=ï^' , A'/B'^=Ac' î 
on aura de plus 

Aire de ACB=f«iSin.y , Aire de A^'CB''— f ^Vi/SinV j 

Si donc l'on désigne par * l'inclinaison des deux plans , on aun . 
comme l'on sait 

x'a'i^S\n.'/=siaàSio.vCos.i (I) 
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Présentement , en faisant AA''=jr , BB"=y , les triangles rectangle* 
ÀA^^Cet BB'''C f et le quadrilatère bï-rectangte AA'^B^^B donneront 

La demiàre de ces équations étant retranchée de la somme de deux 
autres, il viendra 

2xy=^a'+b* — c* — x'(a'*-|-i'*-*r")=s aa^Cos.» — ax^o'i'CosV ; 
ou en divisant par a et quarrant 

«^'^M'ô'Coï.'y— aj'»aSii'J'Cos.}-Co».y'-|-X*a"i'*Co«.»y ; 
égalant cette valeur de :r*j* à celle qui résulte de la multiplication 
des deux premières équations , eu changeant les cosinus en sinus » 
il viendra 

suhstltuant enfin pour x* sa valeur donnée par l'équation (i)^ 
oo aura 

a'a'J'J'Siii.ySin.y'Coi.»*— <ifi(a*>— a<uï'WCo8.»CM.y'-H«"i»)C««-» 
+a''a'i'b'Sin.ySia.y>=o, 

Cette ^nation dormera , étant résolue , la valeur de Cosl. (*) d'oi- 
(*) En posant f pour abriter , 

a»i/«— aao'WCos.Cy— »')-h»'^'=W' ; 

**^— aoo'*i'C<»g.yCo».v'+«"6>=f(M»+W) ; 
aao'WSîn.)-Co8.)-=|(flP — W») ; 
le* valnm de Cos.» prendroot ceue foime trè»-siniple 



Cos.(=. 



M'—N' MzpN ' 



•r, eonuno l'adoption du «ï^m supérieur» conduirait k l'abwrdité C«J>I ,1 
j*udr« timplenicnl écrire 

CoS.«= ; 

M+N * 

ce qui fbonùt cette construction trè*-rciiurquabl« : 
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on conclura celle de a , au moyen de l'équation (I) ; alors on aura 

s et y par les équations 

:r' = a' — x'^/» , y»=J' — \'h^* • 

on pourra donc connaître l'angle BCB"j cet angle étant détermina, 

l'angle trièdre rectangle dont les arêtes sont CW^ CB , CD donnera 

„. „ Sin.BCB" 

Sin.BCD= — , 

Sta.t 

et on aura enHn , dans le même angle trièdre 

Tan6.B//CD = Tang.BCDCo8.l ; 
alors on pourra sans peine construire la situation respective des deux 
triangles ACB et A^CB" sur le développement de l'angle drièdre formé 
par leurs plans* 

Qualriéme, Cinquième et Sixième solutions ; 

Par MM. Pilatte et Penjon, Professeurs de mathémati- 
ques au lycée d'Angers ; et MM. Rochat et Legramd, 
professetirs à Saint-Brîeux. 

La marche de M. Penjon diffère peu de celle de M. Tédenat, 
si ce n'est qu'il prend pour inconnue le côté CA", ce qui le con- 
duit à une équation du quatrième degré se résolvant comme une 
du second. 



M Cherche! une moyenne proportioiinelie entre CA et OB' , et une autre entre 
H CB et CA' ; faites de ces deux lignes deux càtéa de deux triangles , dont l'an- 
H gle compris soit pour l'un la somme et pour l'autre la différence des deux 
H angles ACB et A'CB' ; si alors vous construiies un triangle rectangle dont l'hype- 
n théause soit la somme , et un ctté de l'angle droit U différence des troisièmes 
M c&tét de ces triangles , l'angle opposé k l'autre calé de l'angle droit dans ce triangle 
w rectangle , mesurera l'inclinaison de« deux plans, it 

( N»l0 det éàilmrt^ > 

Tom. IL 4a 
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M. Pilattc traite la question par la gëomëtrie analltigue, en preiuat 
le plan de projection pour le plan des xy et le point C pour origine 
des coordonnées reclangulalres ; il ne se permet, au surplus, d'autres 
simplitlcatîons que de prendre pour plan des xz le plan même du 
triangle AA"C. Prenant alors pour inconnue la coordonnée . C A" du 
point A, ce qui rentre dans le système de M. Fenjon , il patrîent, 
comme lui , à une équation du quatrième degré se résolvant comme 
une du second, et à l'aide de laquelle il construit les projections du 
triangle ACB sur les plans des xz et des xy. Nous ferions connaître 
ses constructions, beaucoup plus simples que la forme de l'équation 
ne semble le promettre , si nous n'avions à indiquer blei^tôt une 
inëthodc très -élégante pour résoudre le problème , par des consi- 
dérations purement géométriques. 

IrlM. Rochat et Legrand ont réduit la question à chercher la direction 
des arêtes latérales . d'un prisme droit triangulaire ayant pour base 
supérieure U triangle à projeter, et pour hase inférieure Ja projection 
de ce triangle. Soient donc ( £g. lo ) ACB la base supérieure de 
ce prisme , A'C'B' sa hase inférieure , et soit fait passer par C un 
plan aÇJ> parallèle ^ cette dernière. Soient Ang.ACC/=f ,Ang.BCC/=^, 

ÀngACB=:}-i AngA'C/B'=i/ , — =m , -r^ =m'î l'angle trièdre 

dont les arêtes sont CA , CB , CC^ donnera 

Sin.j;Sin.yCos.)/=iG)s.y— Cos.jrCos.j' ; 

les deux triangles rectangles CoA , CiB donneront ensuite Ca ou 

C''A/=CASiaj^ et. Ci.. ou C'B'=CBSifl._j'i d'où l'on. conclut , par 

.... , Sinjc , 

division , m'=m , c est-à-dire , 

»2Sin.jr=m'Sîn.j' ; 

au moyen de cette équation et delà précédente, on trouve facilement, 
soit pour Sin.ar,soit pour Sin,^, une équation du 4-"* degré se 
résolvant com^me une du second. 
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Septième solution \ 
Const/ttction géométrique du problème ; 

Par M. Vectem , professeur de mathématiques spéciales 
au lycée de Nismes. 

lEMME I. SI pi osîeurs triangles semblables ACB , A/C/S^ ( fig- » » ) 
ont leurs angles homologues C, C inscrils au même arc aQ'Cb , et 
que , dans chacun d'eux , on mène la droite CM , CM' qui joint le 
sommet C , C au milieu M , M' du côté opposé AB , A'B'' j les 
prolongemens des droites CM , CM' iront tous concourir en un même 
point m , sur la circonférence dont l'arc aCCb fait partie. 

Démonslraiion, Dans les triangles semblables , les droites qui 
joignent les sommets homologues aux milieux des côtés opposés 
étant des lignes homologues, doivent faire des angles égaux avec leurs 
côtés homologues j les angles iCM et iC'M' sont donc égaux , et 
doivent conséquemment comprendre des arcs égaux entre leurs côtés : 
puis doDc que ces -arcs ont une extrémité commune b et vont dans 
le même sens, ils doivent se terminer à un même point m. 

Corollaire, Il suit de là que , le triangle ACB étant seulement 
donné d'espèce , et inconnu , tant de grandeur que de situation par 
rapport à la corde ah y \i est néanmoins possible de déterminer le 
point m où l'arc amb est rencontré par la droite CM menée de 
son sommet C au milieu M du côté opposé AB ; il suiHt en eJTet , 
pour cela, de déterminer le point m pour un autre triangle A'CB' 
arbitrairement constroit semblable à celui-là , et ayant son angle C, 
homologue à C , inscrit comme ce dernier à l'arc aQ/h, 

LEMME IL Soient deux cercles ( fîg- la ) ayant la droite aî 
pour corde commune î soit un troisième cercle ayant son centre O 
sur ab , et coupant les deux premiers en m et m^ et la droite a^ 
tn p et ^ i soient menées mp et m'p . prolongées jusqu'à la ren- 
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contre des deux circonférences en C et C ;^8oît enfin menée CC' 
coupant ci en > ; il s'agit de prouver que CC est perpendiculaire 
à ab. 

Pour le démonlrer, soit d'abord menée mm' ; par les propriétés 
des cordes qui se coupent dans le cercle y on aura , à la fois , 

/»Ç 'Xpm —paXpb 1 

> d'où pCXpm^pCxpm' ; 
pC'Xpm'=:paXph ) 

donc les triangles CpO et mpm' sont semblables, d'où il suit que 
l'angle C , égal à l'angle m' , est mesuré par' la moitié de l'arc pm ; 
mais d'un autre coté , l'angle -ypC , égal à mp(f , doit être mesuré par 
la nloitié de l'arc mq; donc, dans le triangle Oyp , la somme des 
deux angles C et ^ est mesuré par la moitié de la demi -circonférence 
pmq ; cette somme vaut donc un angle droit ; ce triangle est donc 
rectangle en y et par conséquent CC/ est perpendiculaire à ûà. 

Corollaire. Si donc on proposait ce problème : » Deux points m 
m et m' élant donnés sur deux circonférences ayant une corde com- 
o munc ah ; déterminer , sur cette corde ab , un point p par lequel 
» et par chacun des points m et m' menant les cordes mC et m'C/ , 
t» la droite CC soit perpendiculaire à «3 ? » Il faudrait , pour le 
résoudre , décrire un cercle dont le centre fût sur ab , et dont la 
circonférence passât par les points m et m'; chacune des intersections 
/ï et y de cette circonférence avec la droite ab pourrait être prise 
pour le point cherché. 

PROBLÈME. Deux triangles élant donnés , déterminer sur quel 
plan il faut projeter orthogonalement le premier , pour que sa pro- 
jiction soit semblable à Vautre ; construire de plus cette projection 
ainsi que Vinclinaison des deux plans ; et déterminer , en outre , la 
situation du triangle et celle de sa projection par rapport à la commune 
section de ces deux plans ? 

Ânalise. Concevons que le problème soit déj'i résolu. Soient ABC 
( fig. i3 ) le triangle à projeter , A-'B'C sa projection, ôemblabla 
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\ un triangle donné , et a& l'intersection de leurs plans. Soient M 
et M' les milieux de AB et A'B' ; M' sera la projection de M, et 
il est clair que CA , CM , CE prolongés iront concourir aux mêmes 
points a , p, è de ab, avec les prolongemens de C'A^ , C-TVI' , C'B'. 
Soient enfin menées AA' , BB', CC , perpendiculaires au plan de 
projection , et A» , BjS , Cy perpendiculaires k ab ; en menant A'* , 
B'^ , C'y , ces droites seront aussi perpendiculaires à ah. 

Concevons présentement que l'on fasse tourner le plan du triangle 
ACB autour de la commune section ab > jusqu'à ce que ce plan 
soit devenu le même que celui du triangle A'C'fi'', comme on le voit 
( fig. i4 ); dansée mouvemeol, les points a, p , h, ', fi, v demeure- 
ront immobiles , et les droites A« , B/S , Cy , ne cessant pas d'être 
perpendiculaires II ah y deviendront les prolongemens de A^« , Wp , 
C'y. Quant à la longueur de ab , comme tout- plan parallèle à celui 
de A'B^C^ peut être pris , comme lui , pour le plan de projection, 
il s'ensuit que cette longueur est tout à fait arbitraire. 

De cette analise découle naturellement la construction suivante. 

Construction. Sur l'arbitraire ah ( fig. i4 ) soient décrits , de 
différens côtés , des arcs capables de deux angles correspondans C 
et O tant du triangle à projeter que de sa projection. Sur les parties 
restantes des deux circonférences , soient déterminés ( Corollaire du 
Lemme i } les points m et m' o£t ces arcs seraient rencontrés par 
les droites joignant les isommets C , O aux milieux des côtés opposés. 
Soit enfin déterminé sur ab ( Corollaire du Lemme 2 ) un point p 
par lequel et par les points m et m' menant aux deux cercles les 
cordes wîC et m'C/ , la droite CC soit perpendiculaire en y sur ah ; 
alors C et C seront les sommets cherchés ; formant donc sur l'angle C 
un triangle ACB égal au triangle à projeter et abaissant des points 
A> B, sur ab des perpendiculaires A», B^ prolongées jusqu'en A' 
et B' à leurs rencontres respectives avec Co et Cb^ le triangle A'C'B' 
sera la projection demandée. Quant à l'inclinaison des deux plans, 
elle sera l'angle aigu d'un triangle rectangle compris entre une 
hypotbénuse égale à >C , et un côté de l'angle droit égal à yC 
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Comme le problème de la détermination du point p a deux so- 
lutions ( fig. 13 ), savoir le point/) etie point ^ , on pourrait croire 
que le problème proposé en a deux aussi ; mais, en exécutant l'opéra- 
tion sur le point ^ , on se convaincra facilement que .le triangle rec- 
tangle ijui doit donner rinclinaison desdeux plans ne peut être construit» 
de manière que le problème n'a jamais qu'une solution au plus. 

Ce problème serait m£me impossible si la projection de l'un des aogles 
du triangle à projeter devait 4tre égale k cet angle mémej à moins 
cependant que les projections des deux autres ne dussent aussi leur 
être égales; auquel cas les deux plans devraient être parallèles , et la 
situation du triangle à projeter indéterminée sur l'un de ces plans. (*) 



Démonstrations du théorème de géométrie énoncé à la 
page 196 de ce volume ; 

Par MM. Encontre , Ferriot , Legrand , Pouzis , Pehjon , 
Lehault , Bret , Labrousse et Rochat, 



Jli NONCE. Dans tout quadrilatère y plan ou gauche , la . 

des quarrés des deux diagonales est double de la somme des guarrés 

des deux droites tfui joignent les milieux des côtés opposés, ■ 

Les démonstrations de cette proposition données par MM. Encontre , 
professeur doyen de la faculté des sciences de l'académie de Mont- 
pellier; Ferriot, professeur au lycée de Besançon; Legrand, professeur 
de mathématiques à Saint-Brieux , et Pouzin, de Montpellier, se 
réduisent également à ce qui suit. 

O Tout ceb r^nlte nuti d^ ce t^ ett dit dam la note de la page 3o4. 
C ^oU âti éàiUurt. ) 
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On sait (*) qu'un quadrilatère , plan ou gaoche J îêlant donné , 

si l'on en construit un autre dont les sommets soient les milieux 

des côtés du premier, co dernier sera un parallélogramme dont les 

c-ités opposés seront parallèles aux diagonales du quadrilatère donné , 

et en seront respectivement les moitiés. 

11 est connu d'aiHeurs (**) que , dans tout parallélogramme , la 

•omme des quarrés des deux diagonales est égale à la somme des 

quarrés des quatre côtés. 

Soit d<Bic ABCD ( fig. 1 5 ) un quadrilat^e , plan ou gauche , et 

«oient M , N , P , Q , les milieux respectifs de DA , CD , BC et 

AB ; par la première proposition on aura 

AC=îMf( ,. BDsflNP . 
AC=aPQ / BD=2MQ ; 

on aura donc, en quarrant , ajoutant et dirisant par 3 , 

Âc*+bd' =2(mn*+np'+pqVqm') î 

mais , par la seconde proposition , on a 

3CMN*^Np'-f PQ*+QM')r=a(i5p*-f-N<5') î 

donc 

AC*H-ËÎÔ*=2(MP*+îs5*) . 

M. Encontre remarque , à ce sujet, que- tout parallélogramme inscrip-^ 
tible au cercle est nécessairement un rectangle , puisque leS' deux 
diagonales.se coupant en deux parties égales sont nécessairement des 
diamètres et qu'ainsi ses angles se trouvent inscrits au demi-cercle. 

M. Ferriot observe que , si l'on conçoit une suite de parallélogrammes 
tels que les sommets de chacun soient les milieux des. côtés du 
précédent, et qu'on désigne par i l'aire- du premier, la. somme de 

(•) Voyes le tome i." des Annales, page 353. 

(•*) Voyea le corollaire de la propoiitlon xiT du livre m de la Géométrie dt 
M. Legendre. 
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leurs aires sera celle de la progression décroissante i-H — +-■^ — ~ + 

'...:= 2 ; il rennarqae que la même proposition a encore Heu si la pre- 
mière Rgure , au Heu d'être un parallélogramme, est un quadrilatère 
quelconque. 

M. Legrand remarque d'abord qu'en prenant le mot quadrilatère 
dans le sens le plus général , on peut, dans un quadrilatère plan 
ou gauche , considérer les deux diagonales comme deux côtés op- 
posés , et vice eersâ ; si donc R et S sont les milieux des diagonales 
BD et AC f ( fig. 1 7 ) on devra avoir , en vertu du théorème démontré ^ 

dbVâc*=3(mp'+nq') . 
XdVbÔ* =«(nqVrs *) , 

Âb'+Cd' =:a(MpVRS') i 

ce qui donne , en ajoutant , 

ÂB'-hÂC*+ÂDVBcVBDVcD"==;f(MP*-l-NQ*+ïîs*) ; 

c'est-^-dire : Dans tout ^uadriiatère , plan ou gauche , la somme 
de quarrés tant des côtés que des diagonales est quadruple de la 
somme des quarrés des droites qui joignent tant les milieux des 
côtés opposés que ceux des diagonales. 

Ou autrement : Dans tout tétraèdre , la somme des guarrés des 
six arêtes est quadruple de la somme des quarrés des trois droites 
qui /'oignent les milieux des arêtes opposées. (*) 

Si de la somme des deux dernières équations on retranche la -ptt—, 
mière , il vient , en transposant 



AB 4.BC 4-CD -hDA =AC -fBD -f-^HS ; 

c'est-i-dîre : Dans tout quadrilatère , plan ou gauche , la somme 
des quarrés des quatre côtés est égale à la somme des quarrés des 



(•) Yoyea la page 358 du tome i.*f d«« Amateh 
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ieux dîagon^es , plus Je quadruple du tjuarri de la droite ^ui joint 
les milieux de ces diagonales. (*) 

Supposant ensuite que le quadrilatère est plan , formant le qua- 
cbitatère complet, et appliquant le théorème à chacun <tes quadrilatères 
simples qui le composent y M. Legrand pairient aux deux théorèmes 
que Toici : 

1." Dans tout quadrilatère complet , la somme des quarrés des 
trois diagonales est égale à la somme des quarris des six droites 
^ui joignent les milieux des côtés opposés, dans les trois quadrilatères 
simples qui le composent. 

3.* Dans tout quadrilatère complet , la somme des quarris des 
douze côtés des trois quadrilatères simples qui le composent est 
égale eu double de la somme des quarrés des trois diagonales , 
plus le quadruple de la somme des quarrés des trois distances 
des milieux de ces diagonales , pris deux à deux. 

M. Penjon , professeur au lycée d'Angers , a démontré la propo- 
sition comme il suit : 

Tout étant d'ailleurs dans la figure 16 comme dans la figure i5 , 
soient menées NA et NB ; par un théorème connu (**) les triangles 
ÀNB , CAD , DBC donneront 

a(NA*+NB')=ÂB*+4NQ , 

a(ÂC*-4-ÂD*)=C0'+4t5ï' ^ 

2(BD*+BC')=CÎ>*+4Nb' . 
Ajoutant les deux dernières équations au double de la première >tl 
Tiendra , en réduisant , transposant et divisant par a 

Âc'+Bd' -4NQ H-(Tb 4^* )-(Âd'+BC') î 
c'est-i-dire : Dans tout quadrilatère , plan eu gauche , la somme- 
des quarrés des deux diagonales est égale à quatre J'ois le quarré 

(*) Vo^es le tome i.er dea Aanalti, page SSâ. 
(♦•) Vojfes U mime page. 

tom, U, 43 
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de la droite qui joint les milieux de deux côtés opposés quelconques , 
plus la somme des quarrés de ces mêmes côtés , moins la somme 
des quarrés des deux autres ; proposition qui rentre au surplus dans 
l'une de celles de M. Legrand. 
On aura donc pareillement 

AC*-I-1^*=4MP* + (ÂD*-1-BC*) — (ÂB H-CD*) ; 
prenant la demi - différence de ces ëquadons , il viendra , en 
transposant , 

ÂbVcD +2NQ*=BC*4-AD*+aMP* ; 

c'est-à-dire : Dans tout quadrilatère , plan ou gauche , la somme 
des quarrés de deux côtés opposés , plus le double du quarré de 
la droite qui joint leurs milieux , est égale à la somme des quarrés 
des deux autres côtés , plus le double du quarré de la droite qui 
joint les milieux de ces derniers. 

Ou autrement : Dans tout tétraèdre y la somme des quarrés de 
deux arêtes opposées quelconques , plus le double du quarré de la 
droite qui joint leurs milieux , est une quantité constante. (*) - 

Si au contraire « on prend la demi-somme de ces éqaationa , il 
viendra 

ÂC'+BD* = 3(MP*+NQ*) , 

*e qui dëmontre la proposition annoncée. 

Toici la démonstration de M. liehault , élève du lycée d'Angers. 

Soient R, S ( 6g. 17 ) les milieux respectifs des deux diagonales 
BD et AC, et soient menées les droites MR, MS, NR, NS, PR; ■ 
PS, QR, QS ; on sait (**) que ces huit droites ^ moitiés des côtés 
du quadrilatère ABGD sont les côtés de deux parallélogrammes dont 
JIS est une diagonale commune ; on aura donc , par le théorème 
déjà rappelé » 

(•) VojM la tome i.er des Annales , page 36o. 

<**J Voyez le tome i.er de« Annahs, page» 3i3el 353. 
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MhVrpVPs +SM* ou zMR +2MS* 

ou 3(;Âb'+;CD*)=MP +RS' ; 
ou 

Âb'-KD*= 2(MP +HS*; ; 
' on aura pareHlement 

£n prenant la différence de ces équations , on retomberait sur l'un 
des théorèmes de M. Ponjon ; mais si l'on en prend au contraire 
la somme, il viendra 

ÂB*4-BC*4-tiD'-hDÂ*=:2(MÎ'*+NQ*)+4RS* ,- 
c'est-i-dîre : Dans tout quadrilatère , plan ou gauche , la somme- 
des quarrés des quatre eàtis est égale au double de la somme det 
^utirrés des deux droites qui joignent les milieux des côtés opposés, 
augmenté du quadruple du quarré de celle qui joint les milieux des 
deux diagonalèst 

Or , on a } par un théorème connu , (*) 



AB -fBC H-C;D +DA =AC +BD +4RS ; 
donc , en retranchant et transposant , 

ÂG*4iD *=3CMp +nq') i 

ce qui démontre la proposition annoncée. 

MM. Bret, professeur ^ la faculté des sciences de raeadémîè die- 
Grenoble , Labroasse , professeur de mathématiques i Montélimart ,, 
et Rochat , professeur de navigation k St-Brieux , ont démontré le 
théorème par l'analise. Nous indiquerons seulement la démonstratiom 
de M. Bret , qui nous a paru remarquable par sa généralité et vxk 
élégante brièveté. 



O Vo^ea le tome !■« des jinnaltt , pages 3i3 M 3S3» 
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Soieot A,B,C,D>.... tant da poinu qu'on rméxa » disposés 
d'une maotire quelconque dans l'espace et rapportés à trois axes 
rectangulaires quelconques ; soient a y a' ^ a'* les coordonnées du 
point A ; h , b' , b" celles du point B ; et ainsi des autres. Soit 
désigné par M^^ le milieu de la droite qui joint les points Â et B 
et soient adoptées des notations analogues pour les milieux des 
droites qui joignent les autres points deux à deux ; les coordonnées 

0+* tf'+i' «"+*" 
du point M^ seront , comme 1 ou sait , — , -^^ , ; celles du 

, c+d c'-M' d'+â" 
point M,^ seront , , , et il en sera de même poup 

les autres. 

Soient enfin adopttïes , pour abréger , las notations que Toicî i 

^a-t-ft H^Y /a'4^ t^+^f'Y ^ /- «"+y' _ e"-K" Y^o /fl+* M^y 

en observant que , quelles que -soient deux quantité /> t f t on a 
l'équation identique 

on aura 

s.(._*).+s.(.-^'=. l^-(^-î±0"-^(^-v)1 ■- 

c'est-i-dire , 

ce qui démontre la proposition annoncée. 

Loin que la proposition ainsi démontrée en pcésupposa aucune autra ^ 
on peut au contraire en déduire facilement, comme corollaires , mutas 
celles sur lesquelles on s'est appuyé dans les démonstrations précé- 
dentes, et un jirand nombre d'autres. M.Bret se contente d'en donner 
les exemples qui suivent. 

On peut d'abord supposer que le quadrilatère est un paraliélo- 
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gramme ; alon la droite qui joint les milieux de deux ■e6ti$ opposés 
devient égale à chacun des deux autres cotés; le -théorème devient 
donc alors la propriété du parallélogramme aur laquelle se sont appuyé* 
MM. Encontre , Fcrriot , Legrand et Pouzin. 
Sana la formule 

ÂB + CD^a î M„M,^'+M^Mj,' } » 
on peut permutera volonté les lettres entre elles ; on peut donc écrire 

BC+ ÂD =3 j M,iM,/+ M«M„' i , 

Âc'+Biî-2 { M,a/+ ^'d^b^ \ • 

Si , laissant la dernière de ces trois équations ^ on ajoute seulement 
entre elles les deux premières, il viendra 

S4'BG-f.CÏ)V^*=3 j M^M,/+ M^j,* I +4 M^„'; 
1» qui est un théorème de M. Penjon ; mais , en vertu de la propriété 
du parallélogramme qui vient d'être démontré, on a 

»OvC+MA )=2(m;Im^*+ m^ j4^^t,V Mt,M j ) 

=4 M^M,^V4M;Ai'=Bp+Âc'.î 
donc 

ÂB+BgVcD+DA==BD4-IC-4-4MwMJ ; 
Q.qut^est U'ibéorème d'£uler sur ilequel s'eat 'appuya M. Lehanlt. 
En prenant la somme des trois équatîoDs.on o|>ti»)t 

ÂB+ÂC+ÂD+BG-t-BbVcD=4 ! M^jM J + M JMj^'+ M^M^ } ; 
propriété du tétraèdre démSrftrë par M. Xegrand, 

Si , dans cette dernière formule , on suppose que le point D ^^ 
cinfond arec ;^ le f<ùnt G , on aura 

A»=ÂC. BDsBC, CD^^'o. M«,=C, M^^sM*,, M^=M«i 
die dcTiendra donc 
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Tb+2 (Ic+5c)=4 cri^h-8mI5C ; 

nais, par la proprî^itë des parallèle*» on a 

aM„Mj,=: AB , 
d'où 

8M„!ViJ =2Âb'î 
subsdtuant donc ^ U viendra , en réduisant ^ 

a(ÂC + bc) =AB-4-4Cm1, ; 

c'est la propriété du triangle, sur laquelle s'est appuyé M. Penjon.' 
M. Bret termine en observant que cette propriété du trîanglo donn» 

lieu k un théorème assez remarquable que voici : 

La somme des quarrès des distances d'au point Jijte aux diux 

extrémités d'un même diamètre quelconque ^une sphère est une çuan-^ 

iité constante , égale au double du quarri du rayon de la sphère ,, 

augmenté du quadruple du quarrè de la distante du point Jixe au 

centre de cette sphère. 

La même pro[»iété a ëvid«mni«Di lieu pour le cercle , soit ^ait 

le point fixe m trouve sur son plan ou qu'il soit faora de ce plan. 



Solutions du proBlème de géométrie étwnsê à Im 
page 234 de ce volume ï 



HiNONCÊ. A un polygone donné eireonscrire tin polygone âè 
même nom » dont les angles soient respectipement égaux à des- an^ts. 
donnés ,. et dont laite ou h contour soit donné ^ 
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Première solution^ 

Far M. Lhuujbr , professeur de mathématiques à Vacadémie 
impériale de Genève. 

'Comme le procédé que je vais ddTefopper , pour la solution de 
cliaçuQ des deux 'problèmes y est exactement le même, quel que soit 
le nombre des côtés ( plus grand que trois , lequel cas donne lieu 
& une construction très-simple ) du polygone proposé j et que les 
opérations diffèrent seulement par leur longueur, e,t par le nombre 
des termes qui composent l'équation à laquelle ce procédé conduit; 
je croîs devoir me borner , par raison de brièveté , il le développer 
seulement pour un quadrilatère. 

Soit ABCD C Bg- iS ): un quadrilatère proposé. On demande d» 
lui circonscrire un quadrilatère ahcd àoat les côtés ab , bc , cd , da^ 
passent respecîiVemenJt pactes so.mme.(3 A,B, C,J),du premier 
quadrilatère } en connaissant les angles a, b^ c^ </, et le contour 
ou ta 'surface du quadrilatère .<î^frf, .... 

Que les angles du polygone donné soient désignés par A , B , C » D , 
respectivement. Que les angles donnés du polygone cherché soient 
désignés par n , b , c^ d. Que l'un des deus angles qoe forment , avec 
un côté du polygone cherché , les deux côtés du polygone donné 
dont le point de concours est sur celui-là ; que l'angle aAB , par' 
exemple, soit désigné Jiar x^ on peut exprimer dans cet angle et 
dans les angles des deux polygones , les inclinaisons mutuelles des 
aotres côtés correspondans de ces deux polygones. 

Oh trouve , en eiFet , successivement , l'angU droit étant pris 
pour unité \ 

cABaiX , . <ïBAïa:2-^fl+x) , 

iBCœa— B+* » bCB^zr-^a-hb—B+x) , 

fCD==«— B4-*— C4-* , «DCaia— (tf-J-^+tf— B— C+x) , 

^A=tf— B-f-i-G4-tf— ÎH-*»<'AD=2— (a+H-'H-*/— B— C— D+;i) ■ 
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d'où résulte 

Bi=BC «"■<"+'-»+« 



Sin.^ Sin.£ ' 

Sin^ Sinrf * 

Sin.(a+M^>M-B-C-P-M) .,__. Sn.(»-M-f<- B-C-D+»> 
Drf-UA — ^;;;j ,iA_m.- ^^-j , 

PROBLÈME I. On donne le contour eu polygone demanda 
D'après ce qui précède , od a 



Aa+oB==AB 
BH-*C=BC . 
0-KD=CD 
IW-|-rfA=DA. 



Sin^a~B+ry+Sïn.(a+b—n+xy 



, Sin.(«-H— B— C+j)+an.(a-t-H<— B-^-Of») 

, Sii.(a+*+i— D— C-D+jTJ-fSin fa-t-j^^+J— B-C— IH^t 

prenant la somme de ces équations , en remaranint qu'en générai 

— ^ — TT-; =Cosec.-#.Sm.(r*+z) , 

U Tiendià 

■ ( AB.Cosec.ffl.Sio.(ffl-J-:r) , 

' +BCCosec.Ji.Sin.(<i+;i— B+x) ,■ 
j +CD.Co»ec.;c.Sin.>+«-l-;c— B-C+*) , 
( +DA.Cosec J J.Sm.(a +-*+H- j-'-B-C-IH-*). 
De Ut découle la construction suivante , fondée sur les propriétés 
du centre des moyennes distances : '. ' ' 

Sur une droite SE ( fig. 19 ) , et en un de ses points S, soient fait» 
les angles ESA , ESi , ESc , EW , respectiiement égaux aux angle» 

:4> 



aH-ic+tJ+<h= 
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T«, a+{B t «■+-^4-7'^» a-\-é-t-c-\-^d y en tournant toujour» dan» 
le même sens. 

Sur les droites SB , Se , Sd, soient faits les angles ^SB, rSC , dSD 
respectivement égaax aux angles B, B+C , B+C+D, eu tournant 
toujours dans un même sens, opposé au premier. 

Sur les droites SA, SB, SC , SD, soient prises des longueurs SA, 
SB, SC, SD , respectÏTemenl égales à AB.&ïsec.;tf , BC.Co$ec.;i, 
ÇD.Cosec.^iT, DA.Cosec ;</. 

Soit cherche le centre Z des moyennes distances des extrémités 
A, B, C> D de ces droites. Du point Z comme centre, avec un 
rayon égal au quart du contour donné, soit décrit un cercle. Du 
point S soit menée ( s'il y a lieu ) nne tangente à ce cercle. L'angle 
formé par cette tangente et par la droite SE est l'angle cherché x. 

Remarfjue. Le contour donné ne doit pas être plus grand ijue le 
quadruple de SZ. Lorsque le quart du contour donné est plus petit 
que SZ , le problème proposé a deux solutions. Pour que ce pro- 
blème soit déterminé , le centre Z doit être différent du point S. 

PROBLÈME IJ. On donne la surface du polygone demandé. 

D'après les formules ci-dessus et l'expression connue de la surrace 
d'un triangle dans deux de ses côtés et l'angle qu'ils comprennent , 
on a 



Sin.(a+fr— B— <^-«)Sin.Ca4-8-f<— B— C4^> 



4CtD=aCD',- 

/njA „ . . Sin.(»+t-K— B-C-D+«)Sin.(a+H<-Hi -B-C-D-)-») 
Siu.J 
En ajoQlant ces équations , membre à membre , ajoutant aux deux 
membres de l'ét^uation i^ultante le quadruple de la surface du poly- . 
gone ABCD , et remarquant qu'en général 

Sin^Sin.(fc+g) _ Co*-*^-Co»-ac|fc-t-g) Coi,3(}H-r) 

Sini ~ aSini — tC»" iSu.i > 

70111. U. 44 
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il viendra 

[ 4ABCD+AB\Cot.a+BC\Cot.*-|-CD».Cot^DA\Col.rf 
l — AB".Cosec,o.G)5.ïC7 a-f-x) 
4ahed= (— BC'.Cosec.i.Cos.2(d+ii— B+a^) 

j— CD*.Co5ec.c.Co8.2(fl-î-i+7C — B — C-t-j:) 

(— DA'.Cosec.«/.Cos.2(â+*-H:H-:(/— B— C— D-j-j:). 

De là découle la construction suivante , fondée au5$i sur les pro- 
priétés du centre des moyennes distances. 

Sur une droite SE ( iîg. 20 ) , et en un de ses points S , soient 
faits les angles ESA , ESi, ESc , ES(/, respectivement égaux aux 
ixi^e&a'-Oy'iia-^'-b) , 2{a+b-\-'-c) , ^(c+i+c+î^ > en tournant 
toujours dans un même sens. 

Sur les droites S^ , Sf , Se/ , soient faits les angles JSB , cSC * 
^D , respectivement égaux aux angles 2B , a(B-l-C), 2(B+G-f-D), 
en tournant toujours dans un même sens, contraire au premier. 

Du quadruple de l'excès de la surface du polygone cherché sur 
celle du polygone donné soit retranchée la somme AB*.Cot.0+ 
BC*.Cot.^+GD*.Cot.f+DA*.Cot^ , et soit le reste égal au rectangle 
de deux droites l et m. 

Que les carrés des côtés donnés AB , BC » CD , DA , soient con- 
Tertie en rectangles ayant , pour un de leurs côtés , une des deux 
'droites , telle que m. 

Que les autres côtés de ces reotangles suent m , fi,Y, f, respective- 
ment. 

Sur les droites SA , SB , SC , SD , soient portées , depuis le point 
S, des longueur» respectivement égales h «Cosec^ , jsCosecf , yCosec^, 
J-Cosec.rf; que ces longueurs soient SA, SB, SC , SD. 

Soit cherché le centre Z des moyennes distances des points A > 
B, G, D; et du point Z comme centre , avec un rayon égal à;/, 
•oit décrite une circonférence de cercle. 

Du point S soit menée , ( s'il y a lieu ) une tangente h cette circon- 
férence ; et du même point S soit menée' à cette tangente une per- 
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pendiculaîre. L'angle formé par cette perpendiculaire et par la droite 
SA sera le double de l'angle cherché x.- 

Bemarque. On tire de cette construction , relativement à ce second 
problème , des conséquences analogues à celles qu'on a déduites de 
la construction du premier. 

Deuxième solution ; 

Far M. PjLATTE , professeur de mathématiques spéciales 

au lycée "d'Angers. 

Par un calcul tout semblable \ celui de M. Lhuilier , maïs moins 
développé , attendu qu'il n'a pour objet que de faire connaître la forme 
des résultats qu'on doit en déduire ; et en prenant d'ailleurs la même 
inconnue ; M. Pîlatte prouve que , quel que soit d'ailletirs le nom- 
bre des côtés des deux polygones , en désignant par c le contour 
du polygone à construire et par e l'excès de son aire sur celle du 
polygone donné , on aura , savoir : pour le premier problème 

/>Sin-a>4-yCo8.*=r , (1) 
«t pour le 9ec<md 

^Sin.ia>4-yCos.a«-+-r=< , (II) 
p, q^T étant des constantes, fonctions des données du probUme . 
et qui peuvent être déterminées d'une multitude de manières diffé- 
rentes. 

Pour les déterminer de la manière la plus simple , M. Pilatte 
•appose , pour le premier problème , que l'on a circonscrit au polygone 
donné deux polygones équiangles avec le polygone cherché ; mais 
dans lesquels on prend , savoir , pour le premier x^o et pour le 
cecond :r= 1 00° ; désignant par t/ et c^' respectivement les contour* 
de ces deux polygones , il obtient 

te qui réduit l'équation (I) à celle-ci. 

c''Smjc-{-(/Cos^:^c, (A) 
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qui , corhbin^e avec Sin,';r-(-Gos.*j^=i , doQDera les deux valeura 

soit de Sin.J7 soit de Cos^. 

Pour le second phiblème , M. Pilatte suppose que l'on a circonscrit 
au polygone donné trois polygones équiiingles avec le polygooo 
cherche ("*) ; mais dans lesquels 011 prend successivementx^o^f =5o', 
:r=ioo*} dt^signant respectivement par & ^ &' ^ ^" y l'excès de l'air» 
de chacun de ces polygones sur l'aire du polygone donné , il obtient 

d'oi p-sie"—x{e'-\^") , ç=H*'— «"0 > r=K*'H-*'''0 i 
en conséquence , l'équation (11) devient 

(atf^'— tf'— ^/0Sin-2x+(«'— *"OCoS'a* = ^t-^—^". (B) 
qui combinée arec Sin.*ajr+Cos.*3j=i i donnera les deux valeurs soit de 
Sia.2x soit de Cos.3jr , d'où on conclura ensuite celtes de x. 

On peut consulter , au surplus «sur la résolution des équations (A) 
et (B), la page 85 de ce volume. 

Trasième solution ; 
Par M. RocHAT , professeur de navigation à St-Brieux. 

La marche de la solution de M. Rochat ne dïfffere ea jôeo de 
celle de MM. Pilatte et Lhuilîer ; elle Je conduit aux deux l 
équations en x qu'il ne construit pas. 



QUESTION PROPOSÉE. 

Problème de prchabilité. 

Une loterie étant composée de n numéros i , a , 3....n, dont il 
en sort ;/ à chaque tirage ; quelle probabilité y a-t-il que , parmi le» 
/ numéros d'un tirage , il ne se trouvera pas deux nombres consé- 
cutifs de la suite naturelle ? (**) 

(') Il e« entendu qu'ici le mol ttreontcrit doit être pris dans le tent le plu* g^néraL 
C*^ On pourrait auMÏ demander quelle eu U proI>rf>;iilë qu'un tirage ne pr«- 

Mntera pat deux nombres consëcutiEi de la nûle naturelle »e luccëdant consécuti- 

vement du« l'ordre de ioitie. 
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DIFFEHENTIATION DES FONCTIONS. 3j5 



ANALISE TRANSCENDANTE. 

Méthode de dîjférentiatîon , indépendante du dévelop- 
pement des fonctions en séries. 

Par feu Français , professeur aux écoles d'artillerie. (*) 



i DUTES les mëlhodes de différenllation , connues jusqu'il prdsenf, 
supposent le développement des fonctions en séries ; et la chose 
parait même , en quelque sorte , inévitable , puisque tes difTérentielles 
d'une fonction ne sont autre chose que les coelHcicns des termes 
successifs du développement de ce que devlenf cette fonction, lorsque 
la variable reçoit un accroissement arbitraire. II peut donc paraître 
assez intéressant de déterminer les difTérentielles d'une fonction, sans 
recourir à ce déveleppemenl ; c'est l'objet de la méthode que je vais 
exposer. KUe- ne suppose connues que la difTérentlelle de la somme 
;r-t-r I et celle du produit xy-y et repose sur les deux lemmes suîvans : 

LEMME L X tl y étant deux variables entiètenient indépendantes; 
et P , Q y II , S étant des fopctions quelconques do :r et y ; si 
l'on a t'équatioD 

Pdx-hQdY=Rdx-hSdy , 

(*) Ce mémoire > M communiqué aux Rédacteurs des Ânnaltt par M. ^ 
Françal* , profeueur à Vicoln de l'atlilterie et du g^nie , frère de l'Auteur. 

Le même géomètre a auul adreué aux Bédacteurs- des Annales aob dëmons* 
trat!on du théorème ^oncé à la page 96 de ce voLume , c^ui leur est malheureiisenieRt 
parveaue trop tard pour qu'il ait pu en être fait mention i temps. Elle est, ait - 
•urplus , lemblabie- en tout à celle qui a été donnée par AL Tédenat 1 U 
page i8a. ( Note dei Hheurt J. 

Tom. 11 45 
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OD en pourra conclure ces deux-cî 

Démonstration. Si l'équation (P— fl)flLr + (Ç— 5)dy=ao n'ëtait 
point identique , ce serait une équalion difFerentielle en vertu de 
laquelle y se trouverait , contrairement à l'hypothèse , une certains 
fonction de x j on a donc nëcessairement P — ^=0 et Ç — 5=0 ; 
donc , etc. 

LEMME IL X tl Y ëtant deux fonctions composëes de la même 
manière , la première en x et la seconde en y , variables ind^n- 
dantes ; si l'on a X=^Y ^ on en pourra conclure X=constante. 

Démonstration. D'après l'hypothèse , la fonction X doit devenir 
la fonction Y , si l'on y jnet y au lieu de j: ; mais , k cause de 
X^Y y la fonction X ne doit pas changer de valeur , par l'efiet 
de cette substitution ; donc , puisque y , indépendant de x , pent 
représenter des valeurs quelconques de f , la fonction X est tellement 
constituée , qu'elle conserve la même valeur , quelle- que soit 
d'ailleurs la variation de x ; propriété qui caractérise les constantes ; 
donc, etc. 

Cela posé, soit i." à difTérentier «■"? 

Soient X et y deux variables absolument indépendantes i on aiira 

(*rr=<r" • (') 

Désignons la diEPérentieUe inconnue de a^ par 9(x)àx ; nous 
aurons, en dî/Férentiant l'équation, (1) 

p(xyXydx+xdy)=y"t(x)dx+x^piy)dy ; 
d'oiî nous tir«rons , par le Lemme I , 

y^M^y^fix) , x^(xy)zzx''i>(y) ; 

c* qui donne » par l'élimination de f(xf) et la supiHressîon de* 
facteurs communs , 

/-<,)=.-.,W, ou ;^=^, 
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«AMionc,^atleLemme 12t — ^ =C j donc f(x)^Cx'^' , et par 



conséquent ^ 

3." Soit & diff^renlier «j* ? 

En supposant encore y quelconque et indépendante de ar « 
on aura 

a^y=o'^y. (a) 

Soit ^a:)dx la dif^rentielle de a*; il viendra , en diifërentîant l'é- 
quation (2) , 

f o& nous tirerons , par le Lemme I > 

donc 

a ♦(3:)=««fO0 , ou — = — ; 

et, parle Lemme 21 ^ — •=:=^;donc f(j:)=:Ca*, et par conséquent 

d,a' — Co'ds. 
3.* Soit ^ différentier Log^ , pour un sysl&me quelconque ? 
On aura par la définition de la fonction proposée , 

Log(*r) = Log-^+Log-y . (3) 
Soit ^s)is la différentielle de Log^ ; il viendra en différentiuil 
l'équation (3) 

donc ( lemme I ) 

rK^)— *(-»^) » **(*r)=Kr) , 

d'où 

donc ( Lemme II )jr«(j:)=C, ou f(^)=—. , et par conséquraa 
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'4." Soit l dîfF^rentîer Sin.j: ? 

Soit d.Sîn.jr= f>(x)da: ; en dîffëren liant l'ëqualion Sm.'J^+•Cos.';r=^ i ; 

il vient Sin.*.*(*).dj+Cos-r.d.Cos„jr=o;d'oùd.Cos.;r=— ^j:: — f(x)dx. 
D'un autre cdté on a , par ta définition de la fonction proposée y 

Sin.(j-|-j')=Sin.jOï8.j4-Cos.^Sin.y ; (4) 
d*oi^ on conclura , par la dliFërentiation , 



,(s+y)(ix+iy)^ 



Cos.y.f{x)âx—~Sin.x.~ — 9{y)ày 
•^Cos.x.f(y)ây—S'm.y.~-— f(x)Ajt 



donc ( Lemme I ) 
ou 

donc ( Lemme II )-^^ —C ; donc ^x)=: CàxCosjc ; donc enfin 

d.Sin,^=Cdx.Co5.:r ; 
etj puisqu'on a 

d.Cos^=— -T — *^3^)d:r , 

il viendra en outre 

d.Cos^= — CdrSin.x. 
Il reste maintenant à déterminer les constantes qui entrent dans 
ces diverses diiKrentielles. 
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1.' Dans l'équation d.»°'=C;t"-'<li , la constante Cnepeutêlra 
qu'une fonction de m î en la désignant par J[m) , elle se cliangss»- 
en /(«) pour la différentielle de *" , et en /(m+n) pour celle 
de «"+" ; or on a 

«"+"=»'". i" , 
d'oi^ on conclura , par la difTërentiation , 

c'est-à-dire , 

Soit â.J(m) = ^m)Am ; en diflférentiant l'équation (5) , il Tiendra 

donc ( Lemme I ) 

donc ( Lemme II ) 4'(m)=(i> a étant unenonTelle constante; onâ 
donc A.Jl/n)=aâm , d'où y)[?n)=<im; nous n'ajoutons pas de nouvelle 
constante parce que J(m) doit être nulle en même tamps gue m. 
On a donc 

d^=ûmx"~*dj; ; 
et, si l'on fait m=i, on «n conclura dj;=adj;; donc a:=i;doilc 
C=m ; donc enfin 

djr'"=mfl:r'"-' dx. 
2.** Dans la diiFérentielle d.a'^=Ca'dx , la constante C ne peut 
itre ^'une fonction de a qu'on appelle la base , et doit changer avec 
cette base. Appelons e la valeur de a pour laquelle C devient l'unité, 
nous aurons 

d.£'=o*d:r. 
Faisons ensuite a'=e>; nous en conclurons, parla dlfFérentiatlon 



'a* * 

or , si nous désignons par la caractéristique l les logarithmes qui 



Ca'd*=«J'dy, d'où C=~ , 
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33d DIFFÉRÉNTIATION PES FONCTIONS. 
Tépondent à la base e et qu'on appelle Logarithmes naturels , et 
par L ceux qui rëpuidcnt à la base a , l'ëquatlon a^zz,t^ donnera 
xia—y et x=-yLe.-t cbnc 

/ d/=(Lr]a , àx=^àyLe ; ■ 
d'où 

41 =1^=^, d'oi t=Uï=-i. 

S.** La constante C. dans l'équation d.Z^= <— ,se détermine bien 
facilement par ce qui précède. En posant Lx=y , U Vient 
— =d/, d'oii ^=T-; or de ia-=y résulte ;):= a' el coDséqnem- 

ment djr=U.â^dr=:ltf^y, oubien dar= ^— ^ 3= — donc C=: — 

irf i-« la 

p:Z«, et par conséquent 

j r — *** __d*!T> 

4>* Si , dans l'éqnatlon d.Sîn.:r=6'dxCos^ , on suppose que l'ara 
* décroisse contiouellemeHUt, jusqu'à devenir nul, on aura Sm.x=s 
et Oea-x^i , d'où d.âîn^^Cdjr ou Sin^=6^j: , ce qui donna 
_ Sin^ 
C^ ; mais , on démontre rigoureusement (*) qu'à la limit» 

Sin.3: 1 - 

"——=1 jdonc C=i , et coméquemmapt 

D'aprè» cette détermination des conslanles , les différentielles des 
fonctions V* , a* , Log^ , Sin-jf , Cos^ se trouvent ramenées h la 
forme connue. Et, comme ces fonction* sont les élémens de toute* 
les autres fonctions conpues , on parviendra sans diJBcuItë , par ce 
qui précède, aux différentiellies de ces deralères. 



O Vojtt U Calcul dts /oiutions , leçon \*. 
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DISCUSSION DES LIGNES DU SECOND OHDRE. 33i 
On voit, par la manière dont nom -avons détcnainé la constante 
dans d^"* t que notre méthode peut être employée à déterminer la forma 
d'une fonction inconnue qui doit satisfaire & une relation donnée. 



GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

Construction des formules qui servent à déierminer 
directement la grandeur et la situation des diamètres 
principaux , dans les courtes du second degré rap- 
portées à deux axes rectangulaire* guelcontjues. 

Par M. RoGHAT , professeur de navigation à St-Brieux. 



I_/n donne, dans plusieurs onvrages .^lémentan'es- , des méthodes 
propres k la recherche des diamètres principaux des couches, du second 
degré , rapportées à deux axes rectangulaires quelconques ; mais , les 
calculs relatifs à cette recherche n'y étant point .terminés, j'ai ptQsë 
qu'il pourait être utile de remplir 'cette lacune, en donnant des 
Cormules propres Jk ramener. directement l'équation, 

<iy+3*y+f«'+fl?y-4-*j4^=o (i) 
i la forme ■■■.■'.. 

si i*—4^c n'est pas zéro; et à la formé ^ 

dans le cas contraire. 

Poupparvenir à ce hat,' changeons d'abwd .dana l''^bation-(tî)i 
X en jZ+OT , et jr en y'-hn , et ensuite jp' en :i^Cês.m>'<fSiiï.m-, 
«t y en ;i:'''SiQ.«4:J^'Co8.«i la transformée en *" et y c«n. 
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» *"H-J'Co».«h-"+</'Sin.-|«"4^=*; 



aCos.>« 


f"+iaSin.0CM.» 


a^Y'+ «Sin.>« 


~iSin.«Coi. . 


-~acSin.»Coê.» 


+6Sin^Co(.« 


+ cSn.*» 


-HCds>« 


+ cCot.'» 


-*Siii.»-( 


^uation dans laquelle on a 


J'= 







?'Sin.«|«"- 
'C„.| 



~^'Sûi.>| -KCi 



Posons présentement 

i(Cos.*m,- — Sîn.*«)+2(« — c)Sin.aCos,«=o > 
aCos.'a— JSin^Cos.A-HfSin.'ii^Jlf , 
flSin,'»-HiSin;«Cos.«-h(;GM.'«=iV ; 
DUOS trouTcrons ( Voyez Blot ou Garnier ) 



Tan0.3«=: — — — , 

et là transfonnëe sera 

j|f^»4.iV',//»4^rf/Cos.»-«^m.-)r*'HK*'^>"'-+«'Co8.->''-^^ 

Soit, en plremier lieu b*—^c positif ou négatif, différent de EérO| 
en posant 

d*Coi.m-~e^m**=.o , ^'Sîn.«+<'.Cos.»=o » 
il viendra ( Voyez les Auteurs cites ) 

^ aae~-iJ , acà-~ia 

et la transfonnëe sera simplement 

My"*~\-Nx"*+f=:o, ■ 

31' nous dësî^nonï respectirement par .i^ et 'Bf^Va* cette ét^a- 
tiop , lès TaleuEft de xf' tA..y" qui, répondent-^ yf^szso et x"s:-c, 
nous aurons 

M 
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c« qui donnera , en substituant et chassant les dënominatenrs ^ 

Si prësentement nous portons les valeurs déterminées ci-dessus pour 
et ^ dans celle de f , elle deviendra , toutes réductions faites* 



/■/— "'^+^'—^'^1 y- 



et de 1^ nous conclurons 






-c d>— (fi* — ^c )_/ ] 



Ainsi le centre sera donné par les râleurs de a et 3 , les grandeura 
des axes par celles de ^ et £ , et leurs directions par celle de 
Tang.3« __ 

Soit, en deusième lieu, i*— ^r=o , d'oi Jlf=<i+tf , iV=o • 
nous supposerons alors , dans l'équation (2) 

f=s^n^-\-hmn-\-cm*+dn+em-{-f:=o , (//Cos.— ^Sla.*=ao ; 
•t la transformée sera 

Présentement comme nous avons trouvé ci-dessu» 

Tang^«=>— , 

puisqu'on a d'ailleurs 

i-T«.s,.. 
3 Tiendra, en égalant ces deux valeurs 

iTanfr-i— 2(<r— c)Tang._fc=(, , 
Tom. U. iH 
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Î3i DISCUSSION DES LIGNES 

d'oa 



Tang..- j = . 

c'est-i-dlre , 

Tang..= ^ , Tans..=-^, 
d'un aulre côte l'équation d'Cos.» — tf'Sin.iiïso donne 
TanK «= '^' ^ ^''•^'""-^ . 

Taleurs qui ne saurait s'accorder avec Tang.*^— -— , parce qu'elles 

conduiraient ii la condition ^</— 2<i£=:o qui , jointe à b*~^ac^^o , exprime , 
comme Ton sait , que la courbe dégénère dans le système de deux 

droites. Il faudra donc prendre Tang.*^— — ; en égalant cette 

valeur à la précédente , et résolvant l'équation résultante par rapport 
& Al , il viendra 

m= ; . 

£n mettant cette valeur dans l'équation J'^^o , et se rappelant la 
relation b' — ^ac^r^o , le coefficient de n* disparaîtra, et il viendra 

et par suite 

a*d'+heJe+2acâ' — ace*— 4«/('>+«)' 

On a en outre 

(/''Sin.«+tf/Cos. «s^^-Tang. «+^)Cos-* 
or, Tang.«= — , d'oA Cos.«=-==; donc 

«f Sin.«+c'Co3.«= — ■' , ; 
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DU SECOND ORDRE, 
posant donc 



la transformée sera 

Ainsi les coordonnées du sommet seront données par les valeurs de 
»» et n , la diroction de Faxe par celle de Tang.a , et le paramètre 
par celle de P. 

Au surplus, comme , dans certains cas parlicullers , ces formules 
pourraient devenir illusoires, il sera convenable d'y remplacer h 
pa.T sy^ac, on aura ainsi 

Tang.«=-//Z , p= ^V^N^ 
•ou» cette forme leur application n'entraînera plus aucune difficulté. 



jiddîtion au précédent mémoire ; 
Par M. G B R G o N N E. 



Un peut atteindre au tut que vient de remplir M. Rochal par 
une autre méthode, moins élémentaire il est vrai, mais qui a l'avan- 
tage de n'exiger aucune transformation de coordonnées , et qui peut 
fournir une agréable et utile application de la doctrine des Maximis 
et Minimis à ceux qui étudient le calcul diiférentiel j je rais l'ex- 
poser brièvement. 
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Soit reprise l'équation 

ay*-\-bxy-\-cx*-\-dy-^ex-\-f~o j (M) 
«t , outre le point de la caurbe dont les coordonnées sont xetyi 
considérons-en un autre dont les coordonnées soient x' e\. yf ; nou 
aurons pour ce nouveau point. 

posons 

(x — :r'^'+(f — y'y-=s-maximum % (N) 
nos deux points seront alors les extrémités de la plus grande corde 
de la courbe. 

L'équation (N) revient à 

{x-^{ix-ixryMy^y'Xiy^if)=^ '■> C«) 

fl'un autre cdté^ on tire des équations (M) et (M^ 

(ajf -\-hx -^d)^ -|-(2cjr ~\--hy -^-^ix =o , {m) 

ajoutant les produits de ces deux dernières par les multiplicateurs 
indéterminés x et — h' à l'équation (n) U viendra 

\(^x-xfy^x{2cx-\-ly-\-e)'\ix-\ix-'xf)-\-%'{2cx'-^hf-^e^ixf\ 

donc 

(J_^/)4.x(2^J^+.3J•+«)=:o , {x—x^'\->.'{2.ex'-\-'hy''^e)=:o, 
iy—y'yr>'^s^ay-{~hyJrd)=^o , iy—xfyr>.'i:iay'-^hx'+d)=.o ; 
éliminant x et x^ entre ces équations , elles deviendront 

i2ay-irhx'\-d){x~~xf)={:ux-^hy\-e)iy~f) . (P ) 

{îaf'irhx'-\-d^x-~x') = C2cj:'+i^-NîXr— rO • • (PO 

On satisfait à ces équations, quel que soit le premier des points pris 
sur la courbe, en supposant que le second se confond avec lai, ce 
qui donne sur-le-champ la direction de la tangente en ce point » 
ainsi que cela doit être. 
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Sejetant cette hypothèse et retranchant l'équation (PO âe l'ëqua- 
tion (P) il vient 

nais , en désignant par » l'angle que fait la corde que nous considérooa 
ici arec l'axe des jf , on a 

Tang.--^ , d'où j— ^=:(x— *OTang.« . 



•uhstituant donc , il viendra , en réduisant , 
par* — j/ 

Tang.»*— a.î^Tang.*- 1 =o 



transposant et divisant 



w 



Ainsi , dans les lignes du deuxième ordre , les cordes dont la variation 
est nulle, n'afiectent que deux directions , et les tangentes des angles 
qu'elles forment avec l'axe des Jf se trouvent déterminées par l'équa- 
tion précédente. On voit de plus que ces directions sont perpendiculaires 
l'une i l'autre , puisque le produit des deux tangentes est égal 
& —I. 

£n ajoutant , au contraire , l'une i l'autre les équations (P) , (F^ , 
substituant pour y — y^ , dans l'équation résultante , sa valeur 
(x — jr^Tang.» et divisant par x-^-x^ , il vient 

(ao— *Tang.«j (y4y)— {acTang.*- J){jH-«0+a(<'— «ï'«ng^)= o^ <G> 
D'un autre câté , en retranchant l'équation (M^) de l'équation (M) , 
le double de l'équation résaltante peut être mis sous cette forme 

[3a(r+y>+^(*+*0+2<iCr— rO ) _ 

ou , en chassant encore y— y' et divisant par a — x' , 

«(3»Twie.«+J)(j4y)+(ac+STang.->(ar+apO+aCJTaii6.-+«)=o . (H) 
Les équations (G) et (H) donneqt 

ainsi » les cordes des lignes du second ordre dont la variation est 
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nulle, ont leurs milieux au mf'ine point qu'on appelle Icar centré \ 

et , puisque ces cordes doivent d'ailleurs se couper perpendiculaire'- 
meut , elles sont au nombre de d«ux sculemeut. On les appelle Içi 
(ixés dé la courbe. 

Ces axes ont donc pour équation commune 
art! — ae i zae—iâ ) 

équation double , à cause des deux valeurs de Tang.» ; celte Ajua- 
tlon combinée avec celle de la courbe fera connaitre les longueur» 
de CCS mêmes axes. 



AlSTALISE ÉLÉMENTAIRE. 

Démonstration du principe qui sert de fondement à 
la théorie des équations ; 

Far M. Dubourguet , professeur de mathématiques spécialet 
au iycée impérial. 



X OUTE la théorie des ëquations al^bri^ues repose sar le théorème 
suivant : 

XJ ne fonction algébrique , rationnelle et entière d'une seule variable 
étant donnée ; parmi le nombre infini de valeurs , réelles ou ima- 
ginaires , que Ton peut donner à la variable , il en existe toujours 
une , au moins , dont la substitution rend nul le polynôme proposé ', 
ou, en d'autreâ termes, toute équation algébrique d'un degré queï~ 
conque , à une seule inconnue , admet toujours une racine , au moihs. 
Quelque fondamental que soit ce principe, plusieurs auteurs d'étémens 
d'algèbre ont néglige de le démontrer, ou ne l'ont fait que bien long- 
temps après avoir développé la théorie des équations : ce qui est 
contraire à Ja méthode et à l'ordre qui doit régner dans un lirre:' 
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élémentaire oi^ les théories qu'on développe ne doirent poser que 
sur des principes dëjà démontrés. Cette sorte d'interversion , dans 
l'ordre des propositions , a été considérée comme nécessaire , par les 
auteurs en question, parce qu'ils ont jugé le principe dont il s'agît 
ici d'une démonstration trop dilHcile pour de simples élémèns. Je 
crois donc faire une chose utile en ramenant la démonstration de 
ce principe aux notions élémentaires que doivent déjà avoir acquises 
les élèves qui parviennent à la théorie générale des équahons. 

Soit le polynôme du n."* degré 

dans lequel les coefficlens A, 5, C P, Ç sont des quantité* 

féelles finies quelconques , et où a? représente une variable. Puisque 
te polynôme change de valeur , à chaque valeur qu'on attribue k si 
il peut lui-même être considéré comme une variable. Repi:ésentanl 
donc cette variable ^r y , on aura l'équation 

y<:t«-f-fîjt"-'H-C«— 4- -\-Px-i-Q-y , (2) 

qui établit entre les variables x et y une relation en vertu de Jaquelle 
chacune d'elles est déterminée par l'autre. 

De même donc que , dans l'équation (3) , y ee trouve exprimée 
en fonction de x et des coefficlens, il doit y avoir réciproquement 
une expression de x en fonction de y et des mêmes coefficJens j 
de manière qu'on doit avoir 

x=<l'{A ,B,C,....P, Q,y), (3) 
f désignant une fonction qui peut être inconnue, mais qui, dans tous 
les cas , doit être absolument déterminée. Cette dernière équation 
n'est , au fond , qu'une transformation de l'équation (3) ; et , si l'on 
en contestait l'existence , il faudrait admettre qu'il y a des valeurs 
de:r indépendantes de celles de/, et réciproquement, ce qui serait contra- 
dictoire avec l'équallèn (2) , et par conaéquoat abrarde. (*) 

f) Si IVquation (3) pouvait ne p„ exister , c'cM-à-dlre , li x pouvaii n'éln» " 
pai fonction de/ ; alort , en repràaentant pw a we de« vsleuri de « qui ne dépendraient 
pas de celle* de y , le poljnoiœ détermine 
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Cela pos4 , il est clair que si, daus l'équalîoQ (3) y on fait yssc , 
on ne pourra avoir ^=0 ni â;:=>o ; car, dans le premier cas, 
l'équallon (2) donnerait Q=o , et > dans le second , elle donnerait 
Q~ — Aoo":=ca, r<isuhats contraires à l'hypothèse ; donc , lorsqu'on 
pose ^=0, ar doit avoir une valeur, réelle ou imaginaire, différcitti 
de zéro et de l'iuËnî y telle que 

*=^(4. B, C P, Ç) î 

qui satisfasse ^ l'équation 

\ laquelle se réduit Téquation (2) daus ta mftme hypothèse de y^o S 
donc il y a , au moins , une fonction des coetliciens de cette dereière 
équation qui, substituée dans son premier membre, i la place de x, 
réduit ce premier membre à zéro. Cest - là ce qu'il s'agissait de 
démontrer. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

'Solutions du problème de probahiîîtê proposé à ta 
page 224 de ce volume. 



JîiNONCÉ. Deux joueurs , dont chacun a nn nombre àr jetons 
connu, et dont tes adresses respectif es sont m et u ^ cemiennent 
de ne aaitter le jeu que lorsque Fun deux aura gagné tous les 
jetons- de F autre. -A chaqtte partie le perdant donne un jeton çu 
gagnant ; on demande quelle est Tespéranee de chaque joueur ? 

devrait , en vertu de l'équation (a) .être i U fois égal à- toute« lea valtun qu'on 
coudrait donner i y ; ce qui est absurde. 

Première 
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Première solution ; 

Par M, D. Encoutre , professeur , doyen de la faculté des 

ficiences de l'académie de Montpellier. 

' 1. 

Xjorsque deux joueurs sont prêts 3k commencer la partie , et ont 
déjà formé l'enjeu total. Us eu cèdent l'un et l'autre l'enlière pro- 
priété à celui des dmx qui gagnera. Chacun a d'ailleurs droit d'attendre 
ce que le hasard doit probablement lui donner; et> s'ils se trourent 
contraints d'abandonner la partie , l'enjeu doit être partagé entre eux , 
non d'une manière égale y mais de manière que la part de chacun 
<oit proportionnée à la probabilité qu'il aurait eu de gagner le tout, 
si la partie eût été continuée. 

Très-généraiement , les droits respectifs des deux joueurs sur l'en- 
jeu total , au moment où la partie se trouve interrompue , sont 
en raison des probabilités qui leur sont respectivement favorables , 
ou , en d'autres termes , de leurs espérances mathématiquement cal- 
culées. 

II. 

Lorsque , de deux chances données, une doit nécessarremcnt arriver; 
que la première promet à un joueur une certaine somme on nn 
certain droit , que la seconde promet au même joueur une autre 
somme ou un autre droit , et qu'elles ne sont pas également pro- 
bables ; la somme ou le droit que le joueur dont il s'agit doit 
raisonnablement attendre, en vertu des deux chances données , équivaut 
il la somme ou au droit qu'apporterait la première chance multipliée 
par sa prohabilité , plus la somme ou le droit qu'apporterait la 
seconde , multipliée aussi par sa probabilité. 

Supposons 1." qu'il y ait , dans une bourse, deux billets, l'un 
de 6 francs et l'autre de 12, et qu'un joueur ait actuellement te 
droit de prendre , au hasard y un de ces deux billets. Les probabliitét 
Tom. Il, 47 
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étant ëgales « et exprim<ics , l'une et l'autcie , par f , le droit réel 

de notre joueur équivaut à 

6.7+12.7=9. 

Supposons 2." qu'il y ait, dans une boupse, trois billets : savoir , 
deux de 12 francs et un de 6 ; et qu'uo joueur ait le droit de prendre, 
au hasard , un de ces trois billets. La probabilité qu'il tirera un des 
deux billets de 12 francs étant exprimée par 7, et la probabilité qu'il 
tirera celui de 6 francs étant exprimée par 7 } la somme à laquelle 
îl doit raisonnablement prétendre sera 

12.7-4-6.7 = 10. 

Supposons 3-° qu'il y ait , dans une bourse , quatre billets , dont 
«n donne droit de prendre , au hasard , un des billets de la bourse 
du premier exemple , et dont cliacun des trois autres donne droit 
de prendre , au hasard , un des billets de la bourse du second 
exemple ; l'espt^rance du joueur qui 'aura le droit de prendre , au 
hasard , un de ces quatre billets sera 

III. 

Ces principes étant admis par tous les mathématiciens , nous ne 
nous arrêterons ni à les démontra ni à les expliquer par un plus 
grand nombre d'exemples, et nous passerons de suite à leur appli- 
cation à la question proposée. Mais, pour nous ouvrir plus facilement 
la voie k la solution générale , nous commencerons par un exemple 
particulier. 

Soient A. et B les deux joueurs , et convenons , en général , 
de désigner par A et B leurs. états respectifs, lorsque le premier 
aura p jetons et le second y. Supposons, par exemple, que le premier 
ait deux fois plus- d'adresse que le Second , en soirle qu'à chaque 
partie il y ait deux à papier x-ontre un que ce sera lui qui gagnera ; 
alors leurs probabilités respectives de gagner pne partie quelconque', 
■seront 7 et 7. I^onnons entin un jeton à A et quittre à B , ce que 
nous exprimerons ainsi 

A, , B, . 
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Lei éondîtiohs Sa jeu étant celles qu'on a vuei dans l'énoncé du 
problème , proposons-nous dé frouver, dans ce cas particulier , le 
droit des deux joueurs sur l'enjeu commun , ou quelles sont leur», 
espérances, mathématiquement calculées^ 

Soient désignées respectivement par ^, , ;r, , ^, , ac^ les proba- 
bilités favorables aa joueur A, dans les Kypo.thèses successives. 

Aï , B^ î A» . B, î A, , B, ; A^ , B» ; 
d'après quoi on aura, jro==(3 , jr^^ii. 

11 est évident que , suivant que A gagnera la première partie ou 
qu'il la perdra, son espérance deviendra s, on ^0=0; que s'il b 
gagne , suivant qu'il gagnera ou qu'il perdra la seconde , son espérance 
deviendra :r, ou x, , et ainsi de suite ; puis donc que les probabilité» 
qu'il a de gagner ou de-pêrdrechaque-pattie, sont respectivement ^ et |, 



ces équations étant en même nombre que les inconnues qu'elles ren- 
ferment, CCS inconnues pourront être déterminées et conséquemment 
on pourra assigner » .pour chaque étatdujeu.» l'espérance de chacun 
des joueurs. 

En faisant le calcul , désignant «D général par y l'espérance de 
B lorsqu'il a ^ jetons , et se rappelant que la somme des espérances 
des deux joueurs doit être l'unité , on obtiendra le tableau suivant 

(A, ,B..... ...... *,F=j;.r.=7f ; 

Hypothèses f-;3|;;;;;;;;;;^|I[;;^^i;.: 

. . , (a. ,B......;.,..x,=H,y.=^;.. ■ , 

Ainsi , dans l'hypothèsa proppsée A , , B^ , les espérances des joneprs 
A et B sont respectivement ii et ^ . Mais on voit que , pour parvenir 
^ ce résultat ^ oou& avons été obligés de calculer les espérances, des 
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dfiux joueurs t dans d'autres bypothèses que ntnu n'avions pas en 
Tue ; ce qui, à raison des longueurs qui en résultent, est un incon- 
Ténient que ne présentera plus l'emploi des formules générales qœ 
nous allons chercher à construire. 
IV. 
Soit s le nombre total des jetons des deux joueurs. Consid^nMis 

les états successifs A, , B,. , ; A , , B^ , ; A, , B^ , ; A,. , , B, ; 

A,_t > B, ; A,., , B, ; et désignons respectivement par jt, , jt, , jt ,.... 

'i<i ) ^t-x > ^ft> '*^' espérances de A qui leur répondent. Si m et n 

représentent les adresses respectives des deux joueurs, la probabilité 

que A gagnera une partie quelconque sera , tandis que la pro- 
babilité qu'il la perdra sera - ■ - ; en raisonnant donc comme d- 
dessus f on obtiendra cette suite d'équations 



=,h:^''+™ 



-^».i-ï — r~*«-i » 

FI • m+n ' * ' 



*#-i— " 



lesquelles seront toujours en même nombre que les inconnues qu'elles 
renferment. 

Si maintenant on suppose successivement J=3 , 3 , 4> •• •> ce qui 

réduira aussi à 2,3,4 i'^ nombre des équat'^ons ; on trouvera 

m m(m—n) 

Pour deux jetons, x. = = ; 

m-4-n m'—ti* 
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Pour trois jetons 



}>our quatre jetons 



m» m»(m— «ï 


mH-mn+n* ml— «J ' 


mCm-H») mfm'— «>) 


m>-f4n»-t-n* i»^ — »' 


mJ mJcm— n) 


TOÎ-fm'n-H""'-!-"' mt— n* 


m'(m+n) m'Cm»— ii»ï 


my+m»n-+mn*-\-n* m*— n» 


mCmM-wn+w'î m(mï— n») 



m*-fm'B-f-mn»-l-n' m*— «» 

et aînst de suite. 

La loi de ces résultats est manifeste , et on en conclut facilement 
qae ,x et y désignant respectÎTement les espérances de À et B qui 



répondent à l'état A 
de x,-h)',= i. 



B, 



on doit avoir généralement , ^ 



mP-M—nï'-rt ' 



n = 



m''+'-nP-H 



Il faudra seulement avoir Tattention , dans le cas particulier oh. l'on 
aura n=/n , de délivrer ces formules du facteur m — n qui affecte 
leur numérateur et leur dénominateur , avant d'en faire l'application. 

Pour donner un exemple de l'usage de ces formules, supposons 
que le joueur A ait 6 jetons , et que le joueur B en ait 4 seule- 
ment; il faudra faire /i=6 et f:=4i les formules deviendront doQO 
mi(jn^—nii »((«' — »♦> 

Si nous supposons , en outre, que l'adresse de A soit double de 
«elle de B, ce qui donnera mssz , nax , il viendra 

at(a<^-i) 10. 63 336 a*— 1 i5 5 

**"" a'»-^l ~ ioa3 ~"34Ï * ^^'"a'"— I ~ loaS ^ 34l ' 



le» espérances respectives do A et B seront donc ~ et ; 
«eront donc dans le rapport de 336 à 5. 



eUes 
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V. 

On peot faire diverses oliserratioDS curieuses sur la question qui nous 
occupe. Nous nous bornerons aux deux suivantes qui peuvent être utiles. 

1." En délivrant les valeurs de x^ et y* du facteur m — n qwi 
affecte leur numérateur et leur dénominateur , et posant ensuite 
n^^m , elles deviennent toutes réductions faites 

ainsi , lorsque les deux joueurs sont d'adresse égale, leurs espérances 
respectives sont dans le rapport du nombre de leurs jetons i comme 
on pouvait bien le prévoir. 

2." Mais ce serait une erreur de croire qu'à l'inverse , lorsque 
les jetons sont également répartis entre Tes deux joueurs , If urs espérances 
sont proportionnelles à leurs adresses respectives. SL en eUet on fait 

ml* nP 

^P ~ mf+àP * ■^'' ~ mP+n' ' 
d'où l'on voit que leurs espérances sont dans le rapport de m' à n*^ ; 
lequel ne devient celui de m à n que dans le cas particulier où ^=i. 

Deuxième solution ; 

Par MM. Lhuilier , professeur de mathématiques > et Pes- 
CHiER , professeur de philosophie et iospecteur à l'académie 
impériale de Genève. (*) 

Que les deux joueurs soient désignés par A et B (**} » 
Que leurs adresses respectives soient m et n ; 

C) Après nous être communiqué nos soluiiun* , nous les avons trouvée» ù 
semblablei L'une k l'auice > que nous avont cru devoir les réunir soui une rédactît» 
commune. 

t^**) Pour faciliter la comparaison des résultats , on a cru convenable d'emplo^fC- 
(à de( notations pareilles à celles du mémoire précédent^ 

( tiolt àes idiUuri. ]. 
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Que l'état du jeu lorsque A a p jetons at que B en a 7 soît 
désigné par A , B ; 

Qu'enfin l'espérance de A lorsqu'il a ^jetons soit désignée par jt^. 

A chaque dislributlon de jetons, le joueur A a m cas pour obtenir 
un jeton de plus et n cas pour en avoir un de moins. 

En remarquant donc qUe x„ — Oy on aura les équations 



*■« = — ;T*r 



^/■. = zt:^p+\ 



-Xp.t 



m+« 



-^,-i---'p-» 



Partant les attentes saicççsslves de A fonnent une su'^te récurrente 
dont l'échelle de relatipn est 

m ' m 

Gitte suite provient du développement de la fraction 



1— '^i+-z" (1— z)Ci--zV 
mm \ m / 

laquelle (équivaut à la domine de ces deux-ci 

J^.—=-^(i+x+z'+j^+....+J'-+ ), 

m—n i~-z m—n 



±7="^"('+^ 



r^-+ + 



■+ I 



Partant , on doit avoir > 



mais , si l'on suppose que p devienne p+<f et que p-^ soi* le 
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nombre total des jetons des deux joueurs , on doit avoir *p+.a— i ; donc 



et parlant 



Ainsi p étant le nombre des jetons de A > et ^ le nombre des jetcou 
de B , leurs espérances respectives sont 

Remarque I. Ces expressions peuvent toujours être délivrées da 
facteur m—n , commun à leur numérateur et à leur dénominateur. 
Remarque II, Lorscpie ms^n, ces expressions cinsi réduites deviennent 
P 9 . 

P-H ' p-H * 
ainsi alors ïes espérances des deux joueurs sont proportionneHes ï 
leurs nombres de jetons. Ce résultat est indiqué par le simple boa 
sens, mais il était convenable de le conBrmer par le calcul. 

Remarque III. La solution du problème proposé n'est pas com- 
pliquée par le retour aux mêmes états de distribution des jetons entre 
les deux joueurs , provenant des compensations de gains et de pertes ; 
bien que cette alternatÎTe de gains et de pertes ait une grande ia- 
iluence sur la durée du jeu. {*) 

Remarque IF, Plus m est grand relativement i B , et plus tt 

(*) On dît communément que , pour obtenir \a probabilité d'un ^vèoeincnl , it 
faut diviser le nombre des chances qui peuvent y dooner lieu par le nombre total 
des chances , ou. plus généralement , la somme des probabilités des chances qui pew- 
vent j donner lieu par b somme des pral>abil!lés de toutes les cbances ; et cela 
est exact Mais il conviendrait d'ajouter qu'il y a des cas oi\ cette méthode est 
impraticable, et tel est le cas de la question présente; puisqn'A raison des retours 
aux même» états , qui peuvent se répéter indéfiniment , le nombre toul des chances 
possibles et celui des chances d'où peut résulter l'événement dont on cherche 1> 
ptobatTilitë , «ont , Ttin et l'autre , infinis. ( Note da éditeurs, ) 

rapport 



y Google' 



RÉSOLUES. 3^ 

■apport de» attentes des deux joueurs approche d'être celui des puÎMan- 
ees des nombres -qui eàtprimenl leurs adresses respectWes , ayant pout 
exposans le nombre des jetons de A ; et partant , l'attente de A 
approche aTor» d'autant plus de )a certitude que le nombre de ses 
jetons est plus graàd. 

Post~scriptum. Après avoir termine ce petit mëmoire, nous avons 
peiMë à consulter le bean mémoire de M. Laplac&,sur les probabilités, 
inséré dans le Recueil de Vecaàèmie dès sciences de Paris , pour 
l'année 17785 et nousavons vn que le problime était en effet rétela 
par ce profond matbëmatieien (*). Cependant, nons n'avons pas cru 
devoir sapprimer notre travail. L9 solution detLapLaoe diil^e de 
la nôtre par sa marche ; elle est fondée sur la méthode des équa- 
tions aux diiFéreuces finies. Il n'est pas inutile de voir un mtme 
sujet traité par des procédés diflférens % et il est tout an moins agréabib 
i ceux qui ne sont pas exeroci^ aux. méthodes générales, de voir 
ramenées aux démens des questions qut paraissaient «urpasser leor 
portée. 



(*} Cb pvobUme « iti indiqué aux &£i«teurs dn ^nnaiej , par un de Uun 
«orretpoadaiu ; et ce n'est que par M. LhuiUer ^'ïls ont apprU ^'il avait dé^ 
4té ritoia. 

Le mémoire de M. Laplace , qui en contient la (olution , commence Ji ta p^ mf 
ia vbtome de l'académie pour 177&, et cette «olution te troiive k la page aSi. 
li'autaiir ne t'en occupe ,. au suiplui , que pat occaMon , et leulement pour montrer 
«onibien l'inégalité d'adreu» des deux joueur* inBue sur leur sitiMlîon , ters méin» 
^e cette inë^aUlé n'est que- aoup^onnée , «uu qn^on aacbe quelle en est la quantité: 
ai quel est le plus adroit des deux, 

M. Laplace remarque , k ce sujet ', que si , dan»- 'le cas d'une, parfaite égaliU 
d'adresse , ht deux ioueurt penrenC 4oubicE , tripler , etc. , le nombre de leuiw 
^ons retpeclib sans changer leur aitoalion » il n'en e^ plus dé même , dèai 
qu'il j a entre eux la ^ut légère inégaUtë ; c'est aussi ce qui résulte des ÏOPr 
■Btitc» cirdessut. 

(iUfoU àtt éditeurs. > 
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Troisième solution ; 

Far M* Téoemat , correspondant de la première classe de 
l'Institut , recteur de Tacadémie de Nismes. 

SmcDt A et B les deux joueurs , m et n leurs adresses respec» 
tîves , ^ et ^ le nombre des jetons qu'ils ont chacun. 

Soient, dans un état quelconque du jeu, X le nombre des jetons 
de A et Zx son espérance ; au coup suivant , cette espérance devien- 
dra Zx^t ou Zx.^ } OC , la probabilité qu'elle, deviendra Z^^^ 

est , et la probabiliië qu'elle deviendra Z,,. est— -—.On aura 

m^-n ^ nt+i» 

donc, en vertu d'un principe connu (*) , 

•U, • 

- - - mZ,^t—{m-^n)Z^aZt^—o.i_ 

^dation linéaire du -second ordre , aux di^KErencea finies , entre les 
deux variables s ex Z. 

Four l'intégrer , nous ferons usage de U méthode dmmée par 
M. Lagrange , dans les Mémoires de Facadémie de Beriin , pour 

Posant donc 

Z,=^, d'où Z,+ . =-»■»-» , Z,.,=-^' ; 
ît TÎentbS) en substituant, et divisant par «''' ; 

m»* — (fli+n)*4-«=o , -'î' 

(*) Voyes à-deum pa^ 34i- 

(**) Vo]r« aDHi le Traité élémentaire de ealeul àiJfirtntUl et de ealeul intégral d» 
Ui Licroix,deuxiënieMiîoR,pagei 5^5 et luivanles. 

< Tiottf dei iiiitm-i. ) 
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ou encon 

(m— nX— i)=o î 
c« qui donne pour » ces dénr Tatenn 

■ m 
d'où on conclura 

«l-pu conséquent 

G et H étant des .constaiites ail>itraires,. 

Pour déterminer ces obo^tantfes , nbn» remarquerons i.* que «A 
n'avait plus aucun jeton , son espérance serait absolument noJle , 
puisque la partie se trouverait tenninée . au profit de B ; a.* qu'an 
contraire s'il avait p-^^ jetons ; son espérance se trouverait changée 
«1 certitude , puisque la partie se trouverait terminée à son profit. 
On voit donc que 

\ s=o doit répondre ^,=0 , 

^ x=p+ç doit répondre 2'«=i » 
<e qui donne les deux équations 



d'où 



G^-jfîL^ H=. ""^' 



substituant donc dans la valeur de J?,, elle deviendra 
_ ■* m'—»» 
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or , lorsque A » * Jeton» . B en a p->rqs \ d&îgnant donc, p» f 1» 

nombre do jetons de B lorsque A en a J , mi pourra écrire 

'■"»/+'—«*'+« ' '' • 

S! l'on dëaigne par Zy l'espérance correspondante d« B,on aura 

pareillement 

n*(iiP' — iP^ 

Telles sont donc les espërances respecrîves de A et B , lorsque 1* 
premier a x jetons et le second y ; si donc on désigne simplement par X 
et Y leurs espérances rçspectlyes, j^jriqM Hp premier a p j^ons et 
le second ^ , ainsi que la question le suppose » on aura 

Dana le cas parlicnlier où l'on a nî=m, tes valeurs semblçue 
devenir ; j mais , si on les réduit d'abord à lepr plus simple expression , 
on A pour ce cas ' ' ' ' 

*=^- 1-=="' " "':■ 

comme on pouralt bien le prévoir. 

Las résultats auxquels nous venons de parvenir servent \ résoudre , 
non seulement la question proposée , mais eocftre ^ deux question» 
Miivantes: 

i,* Quelles doivent être les adresses râspectipes à*s dcas /oueurs , 
pour (fu'en leur distribuant un nombre de jetons donné Sune manière 
déterminée , leurs espérances respectives soient proportionnelles à des 
nombres donnés ? 

a.* Les adresses respectives des deux joueurs étant connues, dû 
quelle manière faut-il répartir entre eux un nombre de jetons donnée 
pour que leurs espérances respectives soient proportionnelles à des 
nombres donnés f 
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Noat tllofu donner un example do cbacane do ta deux queitioos. 

Exemple J. On donne 4 jetons !i À et a & B } quelles doivent 
être leors adresses respectives pour que l'espërance de Â soit i celle 
^e B eontme 85o est & 81 ? 

OBaî«X=-- — — =— ■,onadeplas»=i(,Vt:2,et/)+fl=6idonc 
8504-OI 9*ï 





85o 


»>•(»■"—>■') 


n.-(ii..+»>) 










93. 


»i<— »• 


»l+i>.'»"+"* ' 








*&T 


«n chassant les dëaominatears 


transposant , 


réduisant 


et 


diri- 


•rat 


par »* , 













«■(»-)*+«<v)"-«=°=»- 

Cette ^nation donne d'abord 

(m V —81 ±53» 
t;=— Ter-' 

rejetant la raûne négative qui rendrait — ima|;inaîre, il Tient 



(m Y i5 



d'où — = -T 
n 3 



ainsi l'adresscde A doit être ï celle de B dans le rapport de 5 & 3. 

Exemple IL L'adresse de A- ëtwt à celle.de B dans le rapport 
de 3 à 2 , de quelle manière faat-îl répartir 5 jetons entre eux 
pour que leurs espérances soient dans le rapport de i35 à 76 /* 

On a ici jr=: —rr-j = — > to=3 , B=a , /H-a=5 , d'o4 
ii5+76 ail ' • r * 1 » 

y5s5— /» } donc 

i35 ^-Pf^-'iF) Z*-^.VP 



i35=a43— a43.(^y , 



y Google 



su QUESTIONS 

d-oi 



(Tr=HTy.. 



donc /r=3 et coDsëijaemment y=3; ainsi il faut dcmner a jeton* 
à. A et 3 à B. 

Quant à la question proposée dans la note Si la pag;e ai4 ^ 
ce volume , sa résolution complette exigerait une discusnon dan» 
laquelle nous n'avons pas actuellement le loisir de nous engager. (*) 

Nous nous bornerons donc à remarquer que , x désignant toujours 
le nombre des jetons de A > à un coup quelconque , et / expri-* 
maot le noml»e des coups qu'il reste encore à jouer, pour que la 
partie finisse; si l'on représente par Z^ ,*, la probabilité que la partie 
finira précisément après ce nombre de coups , cette probabilité , an 
coup suivant , deviendra Z^+g , ,,, ou 2^^, , (., ; or-, la probabilité 

qu'elle prendra la première de ces deux valeurs est -— -- , et la pro- 
babiliié ^'rile prendra la sMonde est ; on doit donc avw 

ëqtmtîon âa second ordre aux diâifrenees finies et partielles enta* 
les deux vaiiaUes indépenduitea s, t 9t leur foncdm Z, En posant, 
pour alséger , '. 

m=:Jlf(zïH-n) , n=y(nt+o) , 
- die dericid 

^.,,=IIZ.^.,,^,+NZ.., , ,., : (A) 

Pour intégrer cette équation , on peut encore faire usage de la 

n Ce problème a ^[ë aiun traité par M. Lapbce : royet la Mitaoin» it» 
Swaiu itrangfN ; tons TU , pagi iS3. 

( fioU 3tt iiittttn. ) 
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mëlhode do M. Lsgnnge déjà indîqQ^ (')• PoMnt donc 

U Tiandra , eo substituant , divisant par aaT^sf'* et transposant , 

cette équation étant successivement résolue par rapport ï « et 
à js donne 



de là , en développant en série , 

•'= ^\ f— — MNt'-^ + —.—llfyt'-'— . 



or, on sait qu'à ces valeurs on peut substituer cellcs-cl 

puis encore celles-ci 

Z -i— Z " ^ „ j^ « »— 3 W» 

(•) Voj« U IVoirt ^< <r«lo.l JIJfirMUl et i, alail iiuipal ik M. Ucroi»; 
tome lu.*, pi£e »48, n.** loia. 

( NoU àtt édiuurt. ) 



, Google 



356 QUESTION PROPOSEE. 

Toilà donc deux intégrales de l'équation (A) , et îl est même ais^ 
de s'assurer , a priori , qu'elles la rendent identique ; mais oa Toît 
qu'elles supposent que l'on connaisse l'une ou l'autre des première» 
bandes horizontale ou Tçrlicale de la table à double entrée dont cette 
équation exprime la ioL 



QUESTION PROPOSÉE. 

Prohlème d'Arithmétiqiite* 

XJeVU suites composées chacune- de n nombres .positifs et ùiégaiix 
étant données ^ comment faut-U disposer entre eux les nombres d& 
ces deux suites , pour que la somme des produits des termes de la 
première par les termes correspoadaos de la seconde soit la plus- 
grande ou la plus petite possible ? 

Comment &ut-îl disposer entre eux Tes nomtves. de ces deux 
suites , pour que la somme des quotiens des termes de la première 
par leurs correspondans dïuis la. seconde soit la. plus grande ou Ta. 
plus petite possible ? (*). 

(*) On. poiuntt «ippoMr qoe le* an nombre* - dozméa ne eomt pa», à-Ptmiot , 
partagea. eo deuxauitei, et demander à'èn faire ie partsjçt de manMre A obtenu; 
le maximum ou lé minimum absolu pour b aomrae des produiti oa- dea ^ootlen»' 
du,teimea de la prenûèrs, aujte £ar. leura conaa^CBdaiu duu la Mcooà^. 
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GÉOMÉTRIE ELEMENTAIRE. 

■BeîcUîon entre le dodécaèdre et Ticosaèdre réguliers 
inscrits à une même sphère ; 

Par M. Flaugergues , astronome , correspondant de la 
première classe de l'institut. 



l/HÈORÈME, Soit AB ( iîg. i ) tine Jîgne coapëe en moyenne 
et extrême raUon au point C ( AG ii«a\. la médiane ). Je dis que 
l'angle solide du dodécaèdre est à l'angle solide de l'icosaèdre (*) 

comme (AB -f-AC )' est & i5.AB (AB H-BC )' ; ces deux corp» 
étant supposés inscrïptibles ^ la même sphère (**). 

Démonstration I. Imaginons ( Iîg. 3 ) trois pyramides dont le 
sommet commun soit au centre D de la spbëre , qui aient pour 
bases trois faces contîguës ^ un angle solide du dodécaèdre inscrit , 
et qui soient par conséquent égales an quart de ce solide. Ayant 
tiré les lignes FE , £G , GF , imaginons des plans qui passent par 

(*) L'auteur enlend ici par angle tolide d'un polyèdre F^giiUer, la portion do 
ce poljèdre dëtacl)^ par nn plan passant par les «xtrémiE^ de celles de ms 
arËtei qui concourent k un même aomntet ; portion qui e*t coiuéguemment une 
pjramïde t^gulière. 

(••> Si l'on prend AB paur miti on «ira ACrsfcVS— 0, BC=ïf(3— ^5)? 
et la propoûtiOB de M. Flangergoes reviendra à dite que l'angle solide du dodé-r 
caiareeat à Panglewlide de l'iwwW** comme V^S— iiVrest è 3^3(3— V^ 
^ Nattt àtt iàitturt, > 
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ces lignes et par le centre D ; on aura trois pyramides triangulaires, 
et chacune de ces pyramides étant à la pyramide pentagonale comme 
le triangle EHF est au pentagone FH£IK, le solide formé par 
ces trois pyramides réunies , et qui est composé de deux pyramides 
opposées qui ont pour base commune le triangle FEG , et dont les 
axes sont sur le rayon DH perpendiculaire à cette base , est au quart 
du dodécaèdre dans la mâme raison. 

Cela posé y nommons F la surface du pentagone FHËIK ; aom- 
mons S la solidité de la pyramide ou de l'angle solide HGEF; 
nommons s la solidité de la pyramide DGEF ; nommons enfin D 
la solidité du dodécaèdre et a le diamètre de la sphère «rconscrlte. 
Dv centre L du pentagone FH£IK ayant tiré les rayons LE, LF, 
LH , le dernier coupant £F en M , on aura 

LM:MH::ELF:EHF ; 
donc , componendo 

LH : MH : : LEHF(=lip) : EHF= ^-P ï 

mais , par la propriété du cercle , 

^2HL:HE:HM=^ i 



donc 



EHF=— .p. 



5LH 
puis donc que 

HEIKF:EHF::fD:S-|-J : 
on aura 

Soit présentement abaissée du point £ , dans le plan FGE , la 
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perpendiculaire EN sur DH ; puisque la ligne HE est inscrite à 
la sphère , on aura 

^j:HE:HN = — ; 

de plus 

DN:HN::j:S ; 
donc, componmdo 

DH(= ;.) : HN^ =E"^ : : S+. f =-^" . 0"^ : S=— ^' .D : 
\^ « y V^ aoLH* J 1M».LH 

11. Imaginons ( fig. 3 ) cinq pyramides qui aient leur sommet 
commun au centre IV de la sphère , pour hases les faces contiguës 
de l'icosaèdre inscrit , et qui soient par conséquent égales au quart 
de ce solide. Ces pyramides formeront , par leur réunion un solide 
TOPQRSD'' composé de deux pyramides opposées qui ont pour 
hase commune le pentagone OPQRS , et dont les axes sont sur le 
rayon IKT perpendiculaire à cette base. 

Gela posé , nommons I la solidité de Hcosaèdre , S' celle de la 
pyramide ou de l'angle solide TOPQRS , et s' celle de la pyramide 
D/QFQRS; ayant tiré, dans le plan OPQRS, la perpendiculaire OV 
sur IXr , et désignant toujours par a le diamètre de la sphère ; lai 
corde inscrite TO donnera 



mats on a 

D/V:VT::j':S' , 

d'où , eomfonendo 

lyrC=:l^):VT(=^*)::(S'+.0(=U)^S'=2î'.I, 
III. On a donc 
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S 


;S' 


:lignes 

:: ^'.D:^".I; 
IO<.'.LH "' 




c'est-à 


-dire, 


^ 














S: 


S'"; 


::He'xD:5LH xOT 


xli 


mais 1 


.' C Euclid€ 


1 XIV. 


7 et XIII. i8 ) 





D : I : : J/js+ÂS : ^Ib'+Bc" ; 
3.' ( Eaclide XIU. i3 ) . S,., 

1:Ôt';: I : 3Lh' ; 
3.' ( Euclide XUI. g. lo et XIV. Il ) 

HË';Lh'::(Âb'+Âc')' : Âb' j 
multipliant toutes ces proportions par ordre t et simplifîanf , U 
viendra 

S : S' : ; (Âb'+Âc')' : 1 5ÂS' (Âb'+Bc')'. 
C.Q.F.D. (•) 



GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

De la génération des lignes du second ordre , par 
rintersection de deux lignes droites ; 

Par M. G. M. Raymond , principal du collège de Chambéri , 
membre de plusieurs sociétés savantes et littéraires. 



Lia. généralion des courbes , par l'Inlerseclion de lignes droites, 
assujetties à certaines conditions , a 6-\ë piiis d'une fois raltenlion 

(*) £a suivant In marche traréc pai- M. Flaiigergnct , on ^«montrera que l'uigLe 
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des g&mètres , i raison de l'intérêt que présente ce mode de cons- 
truction , et des conséquences auxquelles il peut conduire. Je m'oc i 
cupais d'un cas particulier de cette génération , pour tes sections coniques > 
lorsque j'ai reçu le numéro des Annales pour février 1812, oii M. 
Rochat (*) traite un objet qui a quelque analogie avec le mien. 

Je Tais indiquer ici la génération dont il s'agit , parce qu'elle me 
parait propre i rendre raison , en particulier, de l'analogie remar- 
quable et des diiFérences respectives que l'ellipse et l'hyperbole 
présentent , dans quelques points de leur théorie. 

Soient deux droites 1M, I^M ( iîg. 4 ) assujetties à tourner autour 
des points fixes I et V, en faisant continuellement entre elles un 
angle variable tMI^ ; la nature de la courbe décrite par le point M , 
dépendra des conditions auxquelles on soumettra l'Inclinaison respective 
des deux droites génératrices sur l'axe des «. 

Pour plus de simplicité , j'établis l'origine des abscisses au point 
O, milieu de la distance 11^, et je suppose les coordonnées rectan- 
gulaires. Soit 01=^. Les droites IM et l'M auront respectivement 
pour équations 

a , a' étant les tangentes trlgonométriques de leurs inclinaisons 
respectives sur l'axe des x. 

Si le produit aa' de ces tangentes est donné et constant, l'équation 
de la courbe décrite par le point M sera 

y'=:(ïa'(j:' — A*) ou y*~-aa'a*=s — aafA' ; (E) 

et elle présentera deux cas , suivant que les facteurs a et a' seront de 
signes contraires ou de mêmes signes , c'est-à-dire , suivant que le - 
produit aa' sera négatif ou positif. 

•olideducabeesl à l'angle solide de l' octaèdre comme le c4lé d'un triangle équllatàal 
eït au triple de sa hauteur , c'esi-li-dire , conaue a e»t à Z\}ï^ 
(*) Vo^ez la page 3^5 de ce volinnc. 

( Noltt des iditeurs. ) 
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Or , si les ngne& g&^ratrices sont constamment laclînées en sens 
contraire , le point dëcrirant M se trouvera toujours compris entre 
les perpendiculaires T/ et '\.'lf menées à la droite Wf par les points 
I et V \ en sorte i)ue ces perpendiculaires seront , dans le sens des 
Xy les.limites de la courbe qui sera entièrement comprise entre elles. 

Posant donc , dans ce cas , 



B étant une nouvelle ligne , dont la valeur est donnée par la formol* 

B—A^—aa' , 
Véquation deviendra 

'A'y*-\~B'x^=:A'B' ; 

c'est-^-dire ; celle d'une ellipse dont les axes sont sA et 2B. 

Si , en particalier , ou avait aa'= —i, il viendrait B=:sA ; et 
l'ellipse deviendrait un cercle , ce qui est d'ailleurs évident , puîsqae 
la condition aa'=s—~i ou i-|-aa'=;o étant celle de la perpendicu- 
larité des deux génératrices , l'angle M devrait constamment être droite 

Suivant qu'on aura 

— fla'<i ou ~—aa'>i , 
e'esf-à-^re , suivant que l'angle M sera obtus ou aigu , on aura 

e'e8t4-d!re , 

B<A ou B>A ; 

l'ellipse sera donc décrite sur son grand axe dans le premier cas et 
aur son petit axe dans le second. 

La droite l^ s'inclinant de plus en plus, viendra enfin coïncider avec 
M î alors , a' devenant zéro , a devra devenir inBni , c'est4-dii« , 
qu'alors IM se confondra avec T/ j ainsi I est uo point de la courbe , 
et CD en dirait autant de l'. 
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Si pr&entemeDt od suppose , au contraire , que le produit constant 
ao^ soit positif ou , ce qui revient au^mime, que les deux facteurs 
a et a' soient constamment de mêmes signes ; les droites IM et I'^. 
se trouvant constamment inclinées dans le même sens , leur point 
de concours M' se trouvera toujours hors des parallèles Tt et TV qui 
conséquemment seront encore dans ce cas les limites de la courbe , 
mais de manière que cette courbe > qui d'ailleurs passera toujours 
par les points 1,1', n'aura aucun de S9S points compris entre elles. 
Posant alors 

en sorte qu'on ait 

l'ëquatlon (E) deviendra 

qui est celle d'une hyperbole dont le premier et le second axe sont 
zA et :iB. 

Si l'on avait aa'ssi , il en résulterait B^^^A^ et l'hyperbole serait 
équi latérale. 

Si , sans statuer sur le signe de aa' , dans l'équation (E) , on 

y ^"' 

—aa'=. — d'oli B—-±_A^~~aa^ , 

cette valeur de B sera réelle ou imaginaire , suivant que aa' sera 
négatif ou positif ; ce qui explique pourquoi le \demi-ase des y étant 
exprimé par B dans t ellipse , //■ se change en Bv/ — i dans 
Thyperbole, et récipro<iuemeRt. 

La longueur de A étant détenninëe , pour une ellipse ou. une 
hyperbole , on voit que U longueur de B dépendra du produit aa' ^ 
et que , pour obtenir l'une ou l'autre courbe , il suffit de faire ce 
produit constant , en lui assignant d'ailleurs , pour chaque cas , une 
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valeur arbitraire. De I^ ta raison pourijuoi on peut établir , sur un 
même premier axe , une infinité ^ellipses ou d'hyperboles ^ui ns 
digèrent que par leur second axe. 

11 est presque superflu d'observer qae , si l'on établissait les lignes 
gënératrices LN , XJ^ sur le second axe , et qu'on les assujettit à 

la condition aa'z^ — ■-- , le point N d'intersection circulerait sur la 

mâme ellipse , en dedans des perpendiculaires Zx , TJz' menées à 

LL/ par ses extrémités ; mais qu'aussitôt qu'on supposerait fltf'=î — , le 

poiot N' sortirait de ces limites y pour décrire l'hyperbole conjugué* 
de la première. 

Menons maintenant , dans l'ellipse , les diamètres Gg et HA , res- 
pectivement parallèles aux génératrices MF et Ml , et tes coupant 
en R et S ; i cause des parallèles , puisque O est le milieu de 11^ , 
les points R et S seront les milieux respectifs de MI et MF ; les 
deax diamètres Gg et HA seront donc conjugués l'un de l'autre. 
Les mêmes considérations s'appliquent à l'hyperbole ; et de U cette 
propriété commune aux deux courbes que </ifUjr cordes supplémentaires, 
.soit de l'ellipse soit de f hyperbole, indiquent, par leurs directions ^ 
wt système ds diamètres conjugués* 

la. tangente de l'angle M est , en général , 

si l'on y met potir a*' la valeur — — qui répond & l'elHpse ^ 

en aura 

T.n6.M=:î^ , (P) 

le minimum «t le maximum de cette valeur correspondent respec- 
tivement au maximum eC au minimum de l'angle des deux droites 
génératrices, lorsque cet angle est obtus , c'est-à-dire » lorsque l'ellipse 
e»t cCHUtruite sur son (^rand axe. Or > iia et a' étaient numérique- 
ment 
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ment égaux, Jt cause des signes cootrairi» de ces deux nombres, 
cette valeur deTiendrait , 



T»»6.M=:^. ; (PO 

quantité plus petite que la valeur (F) , tant que a et a' ne seront 
pas égaux. (*) 

Ainsi , dans l'ellipse , le maximum de Fangle formé par les 
diamètres conjugués est Fangle formé par les diamètres conjugués 
égaux. 

Si l'on avait B'^A , la valeur (P^ ne ferait simplement que 
changer de signe ; ainsi Vangîe formé par les cordes supplémentaires 
établies aux extrémités du petit axe deVelUpseest supplément de Vangîe 
des cordes supplémentaires établies aux extrémités de son grand axe* 

Soient menées tes ordonnées GP , HQ des point» G , H. Faisons 
d'abord 

OP=x , GP=y ; 
réquatîon du diamètre OG sera 

y-^a^x , d'où y'sra'»*'. 
Mettant ceûe valeur dan» l'équation ^) , il TÏea^ 

**=^^ d'où ■'— '"^^' 



(*) Car, en g^nénl, de pf^^sn» , rëtulte nécewaîremenc afn<^^4-f- On a, en 

aicaet,o<o— f]>, ou Vî«p— Î^H^?^ t*» 4py<(H-î)*) •»4n>*<(H^)'» 

ce- qui donne vn^^J^^, 

Si l'oa égal» i aéra la ^O&MUielle de' l'ezpniùoa (P> il viendra da^= do; mali, 
4^un autre cftté , i cauM d« ««' conatant ,, on a ado'-f-o'da^Ki j ce qui donne , 
an gjant égard 1 la dîŒ£niK« dM ligoe» de « et a', s'=sa coinine d-dcHiiit 
Ton. Il 5a 
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donc 

Far un semblable calcul on trourera 



OH = — , 

a— a' 
etdelï 

Ôg'+ÔH*:=Ci— tftfO-^' ; 
daignant donc par A' ^ B' les demi-diamètres conjugués OG , OH, 
et se rappelant que — ûa*A*=^B' > il viendra 

J''+B''=A'+B' î 
c'est-^-dire , que la somme des ifuarrés des demi-Hamitres conjugués 
de tellipse est une quantité constante. 

Comme le calcul est absolument le même pour riiyperboJe, sauf 
le signé du produit aa' , on trouvera , en tenant compte de cette 
différence , que la différence dts ^uarrés des demi~diamètres con~ 
fugues de rhyperbole est une quantité constante, 

l/t calcul précédent donne 

■A'=aJ/^^ . B'=Aj/d^^ ; 

w , en désignant par ^ Tangle des deux gënératricei , lequel est 
aussi celui des demî-diamètres A' , B' y on] a 



Sin.^=:- 



de a 

'A'B'S\xï.^=A' ^—aa'=AB. 
Le calcul étant exactement le même pour l'hyperbole , il en faut 
conclure que , dans tellipse et dans tkyperhole , les paraUélogrom~ 
mes construits sur les grandeurs et directions des diamètres conjugués 
sont tous éçuiyalens. 
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En prenant le produit aa' négatiTement pour l'ellipse et positive- 
ment pour l'hyperbole , on trouvera que l'expression de l' excen- 
tricité est 



pour l'ellipse, Â^ \ — aa' % pour l'hyperbole , Â^ i-\-ao'. 

Et si l'on détermine , d'après ces expressions , celtes des rayons vecteurs 
pour les deux courbes , on trouvera toutes leurs propriétés gui y 
sont relatives , et l'on verra également que la diffërence des propriétés 
de l'une et de l'autre tient à la différence de signf;s du produit aa' ^ 
e'est-à-dire , i la dîAerence de direction de l'une des droites gêné- 
ntrices. Il en est de mime pour ce qui regarde les tangentes aux 
deux courbes. 

Si l'on emploie l'ëquatlon (E) telle qu'elle est , sans changer le 
signe de aa' , auquel cas elle exprimera une hyperbole , on pourra 
la mettre sous cette forme 



.=±,^«y(._^). 



qui annonce le caractère asymptotique de cette courbe ; puisque vxk 
équation tend , de plus en plus , à se changer eu celle-ci 

qui serait enfin 

si les droites génératrices devenaient parallèles. Pour s'assurer de ces- 
résultats , il faut observer que l'abscisse du point de concours ayant 
pour expression 

devient *= — , si I on a a'^a , d'où aa'=a* ; ce quî fait ëyanouùr 
aa'A> 
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SI l'origtne des abscisses était au point 1^, les équations reépecttre* 
des droites génératrices FM «t IM seraient 

y=a'x , y=a(x — îA) ; 
supposant a/i^ négatif, et faisant 

aa'=— — , d'où ~'2aafÂ-=. — — - , 
l'équatioQ de l'ellipse serait 

y^ = -— ■ x-\-aa'x*. 

La quantité — étant l'expression du paramètre de l'ellipse , en la 
désignant par P , il viendra 

La construction sera la même, quel que soit l'éloignement du point 
I ; or , SI l'on suppose que IM devienne parallèle ï l'axe des x , on 
aura a=o , et l'équation deviendra simplement 

r'—Px , 
^uation de la parabole. Or, comme on a 

>a 



la supposition de û=o donnera >tf=ao ; ce qui exprime, en effet, 
comme l'on sait, le passage de l'ellipse è la parabole. 

Quant i cette dernière courbe , nous pourrions nous en tenir It 
cette considération , qui fait dériver son équatitm d'une origine com- 
mune à eelle des autres courbes. On pourrait aussi employer direc- 
tement une construction analogue aux précédentes, en cherchant la 
courbe décrite par l'inlersectioD de deux droites mobiles dont l'une 
est constamment parallèle è Taxe des x , pendant que l'autre passe 
constamment par un point de cet axe. Mais nous nous réservons de 
revenir sur ce qui concerne la parabole en particulier , par un autre 
méthode de laquelle nous déduirons, d'une manière plus lumineuse « 
les principales propriétés de cette courbe. 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solutions du premier des deux problèmes de géométrie, 
proposé à la page 266 de ce volume ; 

Par MM. Legrand , Rochat et Pekjoiï, (*) 



jVvant d'en venir & la solution da probUme proposé , MM. Le- 
grand , professeur de mathënutiques , et Rochat , profesteur de 
navigation à Saint-Brieux , ont cru nécessaire d'établir d'abord un 
théorème préparatoire. Ce théorème , qui peut être considéré comme 
un des points fondamentaux de la Géométrie de la règle , a été 
énoncé par M. Legrand, ainsi qu^il suit: 

THÉORÈME. Soit un quadrilatère complet quelconque , dont les 
côtés soient indéfiniment prolongés ; que ses trois diagorudes soient 
aussi indéfiniment prolongées ; elles se couperont , deux à deux , en 
trois points. Par chacun de ces points soient menées des droites 
aux deux extrémités de la diagonale sur laquelle il ne se troupe 
pas , on aura ainsi six droites dont chacune déterminera deux 
points sur deux cités du quadrilatère; en sorte qu'on aura en tout 
douze de ces points , distribués , trois par trois , sur les quatre 
côtés de ce quadrilatère. 



(*) M. Penjon a adreué aux Hédacleun une solution du probUme d« la page 3iQ 
de ce Tolunte ; maïs celte aolution «tt parreiiue trop tud pour pouvoir être pu- 
bliée avec lu aiurei ; elle difière peu , au anrplu* , de celte da- M. Rochat. 
( VçU du éditeurt.) 
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Or , il arrivera t^ue ces douze points se trouveront, deux à deux» 
situés sur douze noufelles droites , concourant quatre à quatre aux 
trois points d'intersection des diagonales du quadrilatère proposé. 

Les démonstrations de ce théorème , données par MM. Legrand 
et Rochat , sont j l'une et l'autre, purement analitlques , et revien- 
nent à pea près à ce qui suit. 

Démonstration. Soit AA'A^B'BB'' ( fig. 5 ) le quadrilatère pro- 
posé , dont les diagonales sont ÂB , A^B' > A^^B'^ , se coupant, saroir : 
AB et A'B/ en C" , AB et A'^h^' en C , A'W et A'/B" en C 
Soit joint le point C aux points A et B par deux droites dont la 
première coupe les côtés EA^^ , BA' en s et ^ , et dont la seconde 
coupe les côtés AA^'' , AB' en m et p. Comme la construction serait 
évidemment la même pour le point C , relativement i la diagonale 
A'B' , et pour le point CX' , relativement k la diagonale A^B^'; 
il sulfit de démontrer i." que les droites np et m^ concourent au 
point C/ ; 2." que les droites mn et fp concourent au point C. 

Soient prises A'^A pour axe des x et A''<B pour axe des y ». 
et soient 

A'/A=« , A//A'=a' , A//B=i , A'^B's*' ; 

OD aura, d'après cela, pour les équations 

du côté AB^ , ay-^B'x^ay , 

du côté A'B a'y+is=a'i ^ 

de la diagonale AB ^. ay-\-ès=ai , 

de la diagonale A'B' ay~\-^x=sa^è^ ; 

en conséquence, les équations du point B'^' seront 

ab—a'V * -^ ai — a'bi * 
l'équation de la troisième diagonale A'^W sera donc 

aa^(h—è^—W(a—a^=::o.. 
D'après cela on trouvera, pour les équations 
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du point C , *= ' I , v:= — 



fl(4— *')+*(«—«') ■^ »Ci— *')+*«'- 



du pout C , jr= , y— . . ' . 7 . 

du poml C , *= i . y= — ; 

on aura donc pour les équations 

de CA , ei:ih—bfjy-\-hPx-^aby » 
de CB , aa'y+6{2a—a')x^=iaa'h ; 

d'après quoi ia trouvera les équations des points m , n , p » (f ^ 
amsi qu'il suit 



a»*— e'Cé+iO ' 



1 sa'^-af 

pour ml 

aan'Cfi — iO 
' soi — i'(«+oO ' 






pour n 



pour ^/ 



' ai—*' ' [^ aai— ^(a+oO * 

il est remarquable que la situation du point m est indépendante de 
celles des points B et B' et que celle du point n est indépendante 
de celles des points A et A'. 

D'après ces résultats , les éqnat'ions des quatre droites mn » p<l , m^ t 
npf pourront être mises sous cette forme 

■a' ( bb'(,a—a')-i , W ( , iw'(i— ^) ï 
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or , on voit que les deux premières ëquatîons «ont satisfaites par 
les coordonnées du point Çt" , et que les deux dernière» le sont par 
les coordonnées du point C 

Soient r , j , ï , c les intersections de mn et CA'' , de np et OB',' 
de pq et CB''^, de mq et CA' : ces quatre points litant situés par 
rapport au quadrilatère mnp^ de la même manière que te sont tes. 
quatre points m , n^ p , q par rapport au quadrilatère hf'K'WW , 
on en peut conclure , par ce qui précède , que les points r , j ainsi 
que les points v , t sont en ligne droite avec le point B , et que 
les points r, ^ ainsi que les points f , / sont en ligne droite avec- 
le point A. 

£a général , en remarquant que la propriété qui est contenue dan» 
l'énoncé du théorème appartient non seulement au quadrilatère pro- 
posé j mais encore à toHS les quadrilatères que fiarmnkt t'es lignes- 
de la Hgure > prises quatre à quatre , on trouvera une multitude de points 
auî jouissent de la propriété d'être trois à trois sur une même ligne- 
droite ; et c'est une remarque qui a été foîte également par MM. 
Ijegrand et Hochât. 

Le théorème qui vient d^étre dëmontié ae déduit aisément de I> 
proposition suivante : 

Si par un point P , pris eomms' en le voudra sur le plan d'aa 
«tgle quelconque ASB ( fig. 6 ),.on mène tant de droites qu'on 
voudra, coupant l'un des côtés de l'angle en A , A'', A'^...., et l'autre 

cnB, B'^B^^, et que G »C'^ C^''....,. soient tes points d'intersectioa 

des diagonales des quadrilatère» A^A^B-B", A'^ABW , A'ABB'....; ces 
points C, C, C".... seront tous en ligne droite entre eux et avec lo- 
Mtmmet S de Tangle dont il s'agit. 

Gett» 4eniiin propositioD «e démontre facilement ,. en cousuléraot 

que 
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que le quadrilatère A"ABB" est toujours , pour une situation con- 
venable de l'œil et du tableau > la perspective d'un rectangle A^^ABB'' 
( ^S' 7 ) i 1"* B'A.' ( iîg. 6 ) , concourant au même point que 
BA et fi/'A", doit être la perspective d'une parallèle D'A' ( fig. 7 ) 
^ BAet h'' A/'; que constiquemment les points C , C , Ç/' { fig. 6 ) 
doivent 4tre les perspectives des centres C , C< , Q" ( fig. 7 ) de* 
rectangles A^A'B'B'' , A^'ABB" , A'ABB' ; et que ces centres se 
trouvant sur une parallèle à AA'' et BB", les perspectives de ce» 
trois droites doivent concourir en un même poiat S. ( iig. 6 ) 

Ce tour de démonstration , outre son extrême brièveté , a encore 
l'avantage précieux de faire apercevtûr sur-le-champ, dans la figure G* 
une multitude do points qui doivent se trouver en ligne droite. 

On pourrait aussi démontrer la même proposition en observant 
que , par une pnopriété connue des lignes du second ordre , et qw 
a été employée, avec avantage , par M. Bochat lui-même {*) , cette 
proposition serait vraie , si l'on substituait une quelconque de ces 
lignes à l'angle ASB '( fig. 6 ) ; et qu'ainsi elle doit avoir également 
lieu pour cet angle , puisque le système de deux droites est véritable- 
ment une ligne du second ordre. 

M. Legrand remarque encore .que , dans le cas parflcuner oà les 
droites AB , A''B' , A^^B^'' ( fig. 8 ) , sont parallèles , elles sont toutes 
divisées en deux parties é^es par la droite qui joint les pwnts C ' 
,C, C". 

La solution du problème proposé est une conséquence toute naturelFe 
des considérations précédentes : voici à quoi elle se réduit. 

PROBLÈME, On connaH dans un quadrilatère complet ( fig. g ) 
deux cdtés A'^'A > A^ , la diagonale AB qui joint leurs extrémités , 
et le point C dlntersection des deux autres di^on^es; il faut, 
si>ec la règle seulement , achever le quadrilatère ? 

Construction. Soient m ïe point de concours de A^'A et BC , et 
A eeluï de A'^B et AC ; stril O le point de concours de AB ei 

O VoTes le uime i.** Jm AnnaUi , page 34». 

X0IB. //. Si 
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mn ; Soient enfin B' et A' les intersections de A/^ et A^'A avec 
C'^C ; les droites AB^ , BA^ seront les deux autres côtés du quadri- 
latère cherche. 

Cette construction est aussi celle qu'indique M, Penjon , professeur 
de mathiimatiqucs au lycée d'Angers , qui renvoie, pour sa démons- 
tration , à la Géométrie déposition de M. Carnot, et à son Mémoire 
sur les transversales, 11 remarque que ce n'est que par pure élégance 
qu'on opère sur te point donaé C > et qu'en lui substituant tout autre . 
point de la droite A'^C les points qu'on substituerait aux points m 
et n appartiendraient \ une droite qui couperait le proloagetdent 
de AB au même point C" oii elle est coupée par mn. M. Penjon ■ 
observe encore que , si le ■ prolongement de h"C passe par le milieu 
de AB , mn se trouvant alors parallèle à cette dernière droite , le 
problème ne peut plus Atr« résolu arec la règle seulement 



Solutions du dernier des deux problèmes de géométrie 
proposés à la page a56 de ce volume. 



HiNONCÈ 1. A un même triangle donné quelconque , on peut 
inscrire une infinité de systèmes de irais cercles dont les rayons 
soient proportionnels à des droites données , et dont chacun touche 
les deux autres et un côté du triangle donné. 

On propose de construire le plus petit de ces systèmes ? 

//. Au système de trois cercles donnés quelconques , se touchant 
deux à deux , on peut circonscrire une infinité de triangles sem- 
blables à un triangle donné , de manière que chaque côté du triangle 
touche un des cercles donnés. 

On propose de construire le plus grand de ces triangles ?_ 
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Première solution ; 

M. BmoNE , professeur de mathématiques à l'académie 
de Turin. 



Soil AA'A''' un triangle ( Bg. i D ) , et soient C , C , C" , 
les centres de trois cercles dont chacun touche les deux autres et 
un côté de- ce triangle. 

' -Je dis que, si le triangle AA''A''.est le plus grand, parmi tooi 
ceux de son espèce , qui puisse être circonscrit au système des trois 
ceiçles dont les ccutrus sont C, C, Q/' ^ ces cercles seront, \ 
l'inverse', les plus petits de tous ceux gui , ayant leurs rayons dans 
le mime rapport que les leurs, puissent être inscrits au triangle 
KK'èii! t de manière que chacun d'eux touche les deux autres et 
un côté du triangle. 

Si , eu siïet , on pouvait , sous les conditions données , inscrire 
au triangle Kh/S." trois cercles plus petits que ceux dont les centres 
sont C, G^ » C'^î en faisant ,croltre'.proportionnellement les dimen- 
sions de la figure, ou parviendrait à rendre ces trois cercles égaux 
\ ceux dont les centres sont C, CJ ,ÇJ' \ et alors le triangle , devenu 
plus grand que KK'k." se trouverait circonscrit comme lui à ces troi» 
cercles , ce qui est contre l'hypothèse. 

Je db , en second lieu , que réciproquement , si le système de» 
cercles dont les centres sont C , C , C" est le plus petit de tous 
ceux de mime espèce qu'il soît possible d'inscrire , sous les condition» 
données , au triangle Kk'h." , ce triangle sera , à t'inverse , le plus 
grand parmi tous ceux de son espèce, qu'il sait possible de circons- 
crire , sous les mêmes conditions , au système de ces trois cercles. 

Si , en efiet, on pouvait, sous les conditions données, cireonsrriré 
) ce système un triangle plus grand que hK'k" , en faisant dé- 
croître proportionnellement les dimensions de la figure , on parviendrait 
à rendre ce triangle égal 4 Kh-'k."- > et alors le système des trois 
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cercles deventis plus petits , se trouverait comme celui des trois 
cercles dont les centres sont C, C, O'', inscrit k ee trIaQgle , ce 
qui est contre l'bypothèse. 

Il résulte de ces considérations , et de ce que , sur une lîgoe 
donnée , on peut toujours coustraire une figure semblable à une 
figure donnée > que chacun des deux problèmes que présente la ' 
question proposée , peut , par de simples proportions y être ramené à 
l'autre. Or, comme un problème est réputé résolu, lorsqu'on en m 
ramené la solution à celle d'un autre problème qu'on sait résoudre , 
et comme d'ailleurs le dernier Ses deux problèmes proposés permet 
une construction facile , c'est le seul dont nous nous occuperons ici. 

Soient donc ( fig. lo ) C, C , C les centres de trois cercles 
donnés, se touchant deux à deux ; et proposons-nous de circonscrire- 
& leur système , un triangle donné d'espèce , dont chaque câté touche 
un de ces cercles , et qui soit le plus grand possible. Concevons que 
le problème soit résolu , et que le triangle cherché soit AA/A/'. Par 
les centres C , C/ > O' soient menées les droites B^B" , B^'B . BB^ , 
xespectivement parallèles i A'A" , h/'h. , kk/ et formant par leur 
concours le triangle BB''B'^ > semblable ^ h.k'k/'. Soient enfin joints 
les centres G , C/ » C'''' par dé» droites qui formeront un triangle' 
CC/O' , inscrit à BB'Wf. 

. Cela posé, je dis que le triangle BB^' est le plus grand de 
tous les triangles semblables i hS/h." qu'il soit possible de circons- 
crire au triangle donné CC^C^^. Si , en effet , il n'en était pas ainsi , 
on pourrait, au triangle CC^C^^ , circonscrire un triangle semblable 
\ AA'A" plus grand que BB'B" ; et , en menant au cercle des tan- 
gentes parallèles aux càxéi de ce dernier triangle , ces Uogentes 
formeraient un nouveau triangle circonscrit aux trois cercles , sem- 
blable à ÈLk'k" , et évidemment plus grand que lui ; en aatXt que > 
contrairement à l'hypothèse , ce dernier ne serait pas celui qui résout 
le problème. 

Le dernier des deux problèmes proposés , et conséquemment I« 
premier , se trouve donc ramené au suivant : A un triangle donné » 
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àrtonsertr^ a» aiare iritmgh t- donné d'éspïce-t ifui soit te plus 
graoJ-pq^sibh?'- ' 

Or » 00 sait résoudre ce problème (*), et oh Ait ; de -plus , qu'il 
n'admet qù'inne solution, si l'on indique 'à qnrf côté du triangle 
donné dut r^udre chacun des angles' -du 'iHangle cherché, qu'il 
en a- H»\daûs le cas -contraire, ét'qu'alo)^^:cn)sëqu»fnment il'donne. 
lieu à un maximum-maximorum qu'on obtiendra de la manière sui-- 
Tbi^ ; ^rasi ^qa'lraeîï démontra -plus loin. -■ - ' - 

Snr les câtés du triangle CC/C" , pris pour cordes , et extérieure- 
ment à ce triangle , soient décrits de» arcs do certfks respectivement ■ 
mpables dçs . angles donnés du triinigle cherché BB''B^ , de manl^ 
que l'arc capable du plus petit angle, réponde au plus -^raiid des 
trms côté» du triangle donné CC/C'^> et que l'arc capable iduplai' 
grand jmgle , réponde à» son plu* petit ollé^ menant' alors-i par le» 
points C, C , C" y des droites respectiwbmcnt parall^s àcelles qui 
jtngnéot les centres deces arcs, ces droites forméi'bnt ,'pat leur reiiconlre, 
le triangle cherché HB'B''^ ■" '' 

Pour achever la solution du dernier des deux problèmes proposés, 
il suifira donc de n^ener aux cercles donnés des tangentes respective- 
ment parallèles aux côtés du triangle BB<B'/} ces dtbites fOTmeront ^ 
par leur rencontre', le triangle demandé KK'K", 
i Si c'est , tu contraire , le premier problème qu'on vent résoudre , 
on décrira d'abord arbitrairement trois cercles , se louchant deux à 
deux , et ayant leurs rayons dans le rapport des droites données. 
On circonscrira ensaite, par ce qui vient d'être dit , au système de 
ces trois cercles , un triangle semblable au triangle donné, et le plus 
grand possible. Construisurtt enfin une figure semblable à celle qu'on 
aura obtenue , mais dans laquelle le triangle circonscrit soit égal au 
triangle donné , ' le problème se trouvera résolu. 

Dans le cas où les rayons des trois cercles donnés ou cherchés 
doivent être égaux , et dans celui où le triangle donné ou cherché 

(•) Voyeji lea psgea 88 et wît^te» da ce volume. 
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dpît étrft 4|uîjat^al , il- n'y. » plu^.liea tu. .maxÙMm-'maximorvm ; 
ni au minimum-mmimorum; parce que les six solutrôns du prphlèmc 
se r^uisent alors ^ une solutioa unique. 

11 rette- k prourer qu'^n construisaut de la manière qui vient d'âlre, 
indiquée, op obtîtiDt^'fyi • eiTet', ie mini'mtim-minimontm ^^onr le- 
premier pn»blèine» et cyniquement \& .maximum-maximoram 'pout^ 
\» second,- . i: .'■■■', . 

. Soit CC'G" ( iïg. Il ). un triangle donné, dont'les aogjEes fMBnt 
V/r') >^^î soient décrits , sur les ciMés de ce trÎBQgle , pris {kAit 
cordes , et extérieurement , des arcs de cercles respectivement capadiles 
de» trois «tigles A. ^ ■, ^" d'un triangle donné quetoonqoe ; -soient' 
D > IV , Xi" le^ centres de QtiS aros , et soient joints ces poists ptT' 
des droile« qui formeront le triangle DIVIV' ; soit .en&il circonscrit 
au triangle QXJO* un triangle "^^'W dont les oôtés soient Tespec- 
tlrement parall^M à ceux du triangle DD'O'J 

Soient jointi CIV , ÇSV' ; et H^t pointf D^ . X)" soient abaissées 
sur CC" et ce les perpendiculaires Xym> et ji"m" ; les points m', 
et m" seront les |n^lieUx de ces 4rphes ; Us angles ntfï^Q. et 
m'^iy^C setont iwsp«etivem^t égaux «ox angles ji' et ft" \ et on.anra 
de plus IVD'/ moitié de B^B". (') 

Nommant donc c. , e' , c" les trois cdtés du triangle CC'C et 
i ^ b' » h" ceux du triangle BB^B'^ ; on aura , y étant le quadrans ^ 

Or, le triangle D'CD'' donne 

substituant donc , ÎI viendra 

<*) Vorei la page 34 de ce volume. 
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RÉSOLUES. 37â 

c*ett-ï-dire , \- 



Maîsj on désignant par C l'aire du triangle XX/C" y on * 
<:«Sin.V=:>Sin.^'>Sîn.(^-;|-*»0 

r-3cV''Sin.;8^Sin.^'/Co5.(;a-|-v)— — 2<7'c''Co8.^.SiD.^'.Sîn.jî/'.Cos.y 

=— 2cV/Cos.i9Sin.^''Sin.^/'Cos.y+4CSin^Sltt^HI.J|l,J 

c"*Siri>)9'=c'/»Sîh.jî/Sià;C)94-/i/0 

= <://'Sia./9Sin.j^CosA'+c"*Cos.éin.;9'Sin.;8// ; - 

donc 

e'»Sin.«ja''— MV'Sin.^Sîn.jS''Cos.(|a+i.)+c«Sin'.V' '. ' 

==c'=Sin,,a(îos.j9'Sin.^'+c'''»Sin.^m.jyCos.j9''+{c'»-^2(:'p^Co».y4<''OC(k 

Posant dbnc , , 

Îtf «Cos-y» Sm>Siaj»" ...;'-■...■..•, ?. • ;> ', 

.-f^'"^m.*Cos.^'Sin.S^-4,4f:Shi.^amS^SiiiV»/' , 
HVSin.^inî^'tos.'^'- - i. :''--, :.r. ■ ■: * 

il viendra " t 

t^ ," . j.= " •■ ; kzz . " / , 

Siii.;»'5iii.(i;' ' , -, S^i9"Sin-,ft- , . ; - „;^iift;i.afii.ff *- - ■_ 
Si l'ou désigne par B l'aire dil triapgle . S^B^B^'' V',€|i ^ura 

JJ'Sin.;S"_ M> : ' .!' r ■■ 

~ 3 ~a8MSin.;9'Sin.;»" * 
et par conséquent ' ' " ' ' ^ *" ^ 
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^3$© ^^*.5«-^-f<"Sin.,9Co».^SÎn.|ft"+c«Siu.^Sin.^C«i.|S» 

SisaC-h aSin.^Sin.;ft'Sirt.^' 

,„, pour que ce trîanele soit un maximam absolu , il 
.^a ;?< puisse faire subir aux angles fi, y , ^"aucune per- 
-^i «"*s fii> diminuer la surface ; il faut donc qu'on ait 

^ , e»Coi.jlSn.jrSin#'-fe'»Sn.|SC£«.^'Sj'n^+c"»Sîn.iSSin.ji^»-^ 

aCi I - - ■ i^.-i I' ■ . .1 

a5in.#Sin.|»'Sin.(S" 

>^3C+ II' I ■ — Il ■ I ■ I I I ■.■■■ I.. - ■■■ ; 

aSin fiS'in.^'Sin.fi' ' 

în^galiMquî, en remarquant que Sin.;S , Sïn.yi', Sin.jt'^ sont essentiet- 

lement positifs, derisat, en transposant , réduisant et chassant le 

dénominateur , 

(</»— c'/')Sin<V'— *0><> ? 
il faut donc que . . 

«^— <" et ^z-'— V r- 
■oient de mtoies signes , aa qu'en supposant c'^c" on ait ^<^' ; 
«insl l'angle f étant déterminé i correspondre au côté C . il faut 
que le pins petit des deux autres an^es corresponde au plu» grand 
des deux autres côtés , et çice versa ; d'où il est facile de conclure 
la constructicn indiquée cî-dessus. 

Noos crojon» devoir faire remarquer, en passant, que la valeap 
i% B peut être mise sous cette' form» trts-«mple 

^=aCr+-;îir'Cot,B4-*«Cot.#'-JVCot.^"( . 
Si Ton «appose j as contraire , doimés lc4 côté» du triangle hWW^tA 
les angles du triangle CC/C" , en posant , pour abréger 
( l •Cos.rSin.j^in.r* 
N*= I -f^*Sin^os.)/SiiB.y"H-4SSin.*SinVSÎDV > 
( +A/''Sin.ySin^'eo5V ■ 
«n trouvera 

aSSm.y âfiSinV aBSii-y* 



'=-» • »- 



to^ 



Djgilized by V-jOOQIC 



A'o^ on conclu» 



C=~ 



de cette Taleor db C et de. celle' de J? résulte cette relation re» 



B ~ 6»Goi.y+i'>CotV+*"'Cot.y" * 
A l'aide de ce qui précède , oh parrlenâra facilement dnx résul- 
tats suivants. - ,.i ' i'- , 

, ï. Scient Of a'f «"le» trqî» côtés d'un triangle donné, j4 son 
lire , X , x' , a" des diroitcs aaxtjaelles les rayons des trois cercles 
inscrits doivent être propordonnels , et r , r' , r" ces rayons ; en 
posant , pour abréger > . , 

U viendra 

— aA.4 \ 

"~ Xo-fX'B'+V'a"+Q * 

r/=— _ 

II. Si au contraire, le» rayons r, 7^, r" des trois cercles étant 
donné» , on demande les côtés « , a' , a'f du plus grand triangle 
' orconscrît dont les angles soient « , «^ , </' ; en posant , pour abréger , 






on trouvera 



Tom. //. 



_ rSin.»+r'Sin.«'-fT'/3 in.^>_|_p 
Sm.K'âili.o" ' 



, Google 



S8a QUESTIONS 

rSin.*-(-r'Siii.«'+r^S!n.»'^+P 
* ■" _ Sin.«Sln.-" ' 

rSm.»+HSm.«'+r"SiiL-"4-P 



_ Deuséiètnè solution; __ 

Par M. lannraBBjjRTGfessçur de matliématfqups Ji raca(^cmie 
impériale de Genève. 

Lemme connu. Soït ijn triangle doiind «Je grandeur et '^'csAVe. 
Paries sommets de ce triangle 'soient meniies des droites qi:i^ for- 
ment un triangle circonscrit au premier. Que ce second triante sôïl 
donne d'espèce seulement. On détermine y comme II suit -, lé plus 
grand de ces triangles. ' , ■ ■ ■ v ■ . . ■ 

' Sur les cùlés du premlci: triangle' soient -^dcrits ^- éxXénçmément 
Il lui ) des segmens de ' cercles resptfc.tÏTem'eat capables d^s ingles 
donnés du second triangle. Par chacun des sommets du premiftr 
triangle, soît menée une droite parallèle à la droite (]ui joint les 
centres des cercles dont les jam^s Se cet angle sont les cordes. Ces 
parallèles formeront le plus grand triangle demandé. (*) 

PROBLÈME 1. Soient trois cercles donnés de grandeur et de 
position , dont chacun touche les deux autres ( extérieurement y. 
Mener à chacun de ces cercles une tangente , de manière que le 
triangle formé par ces trois tangentes ait ses angles donnés, et sait 
le plus grand possible ? 

Soient r, r', ^' les centres donnés de trois cercles ou\ se tou- 
chent extérieurement ( iig. la ). Soient R , R' , R'' leurs rayons 
donnés. Soient T, T' , T'Mes points de contact de ces trois cercles 
et des droites qui , par leur rencontre. , forment un triangle 
XX^X^^ dont les angles sont donnés' et qui doit tire le plus grand. 

(*} Vo/es les pages 37'— 3a de ce volunte ; voytz aussi mes EUmcns d^aitaliH 
giomitri^ae , elc. 1 prgci'ajà— ^55. 
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Anaiise. Le triangle CC/C/' est détermine. Par les centres C , C\ 
CJ' f soient menées aux cdtés du triangle XX^X'''' des parallèles ; 
dles formeront an triangle T^/U' semblable au triangle XX'X''^ | 
et circonscrit au triangle CC/O'. 

Des sommets Z , V * Z" , 

soient abaissées sur XX' , XX'' î XOC'' , X'X ; X'OC , X'OC' , 
les perpendiculaires ZQ , ZP ; Z^Q' , T/^' î TJ'<^' , TJ'^". 

Les quadrilatères ZPXQ, ZT-'X'Q/ , 7J'^"%."^' sont déterminées , 
|)Q)sgue , dans chacun d'eux , on connaît , outre les angles , deux 
côtés adjacents , qui sont les rayons de deu-v des cercles donnés. 

Les rectangles ZQP'Z', Z'(^"2/> , Z^Q^^FZ , dans chacun des- 
quels un des câtés est donné ( savoir le rayon de l'un des cercles 
donnés ) , croissent comme les côtés ZZ'' , Z^' , Z/^ du triangle 
T2J2/'\ et, en particulier, le triangle XX'X^'' est le plus grand ^ 
lorsque le triangle T3/U' est le plus grand. Partant, on détermine 
comme il suit le plus grand triangle XXOC". 

Construction. Au triangle CXyC/' soit circonscrit ( Lemme ) le 
plus grand triangle TJZ/IJ' ayant ses angles égaux aux angles donnés 
du triangle XX'X^'. Soient menées aux cercles donnés des tangentes 
respectivement parallèles aux cdlés du triangle TH/ZJ'. Ces tangentes 
formeront , par leurs rencontres , le triangle demandé XX'X". 

■ PHOBLÈME II. A un triangle donné, inscrire trois cercles dont 
les rayons soient entre eux dans des rapports donnés, de manière 
que chacun de ces cercles touche un des côtés du triangle donné, 
que chacun d'eux touche aussi les deux autres cercles ( extérieure- 
ment ) , et que le système de ces cercles soit le plus petit possible. 

Solution. La' solution de ce second, problème est ramenée i celle 
jda premier , par la méthode ordinaire de fausse poslUon. 

■ Remarque I. Le cas particulier de l'égalité des rayons des cercle» 
donnés rend équilatéral le triangle CC'C". 

Remarque IL Au Heu de s'occuper de la limite en grandeur du 
triangle ionné d'espèce, circonscrit au sjfstème des cercles donnés, 
on peut demander que ce triangle soit donné de grandeur. Et réciproque- 
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584 QUESTION PROPOSÉE. 

ment , au . triangle donne , on peut inscrire un système de cercles 
donn^ de grandeur. Ces problèmes sont élémentaires, et on peut 
tirer de leur construction la limite pour l'un et l'autre cas. 

Remarque III, Tout ce qui a éii dît sur le cas da contact des trois 
cercles s'applique à un système de trois cercles dont les raytms oui 
de» rapports donnés » soit entre eux soit aux droite* qui joignent 
leurs centres. 

ËAvisagë sous ce point de rue général * le problème proposé donne 
lieu à huit cas , suivant que les contacts des cercles et des c6t6^ 
du triangle , relativement è ce triangle , sont tous les trois intérieurs , 
deux intérieurs et un extérieur^ un intérieur et deux extérieurs » o« 
enfin tous les trois extérieurs. 

Troisième solution ; 
Par M. RocBAT , professeur de navigation à St-Brietcc 

M> Rochat, en traitant les deux problèmes d'une manière purfr* 
ment analitique y est parvenu à des formules assez ûmples > mais 
dont U n'a pas indiqué, la construction. 



QUESTION PROPOSÉE. 

Théorème à démontrer. 

dl \ une ellipse on circonscrit un quadrilatère quelconque, le point 
d'intersection des deux droites qui joindront les points de contact de 
l'ellipse avec les côtés opposés de ce quadrilatère , coïncidera arec 
le point d'intersection de ses deux diagonales. 

FiK DU Tome second. 
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ERRATA 

Pour le tome second des Annales. 

Pour les Planthes. 

Planche II , fig. 7. — Il faut' un a au irolsïème (ommct du triangle rii-conscrit 

A dej. 
Planche V , 6g. 5^ — 11 faut une M à l'intersection de C^ et Nm. 

Pour le Texte. 

Page 3a , dans l'énoncé du problème de giomitri* ^ supprimex cet molf : cquî- 

valent à une turlâce donnée , et 
Page 60 , ligne 3 , en remontant, — le nombre , litex : le grand nombre. 
Pagu 70 , ligne 8 ; pour la formule Ix^etc. , consultez la page 178. 
Page 80 , ligne g. — > cadran , User : quadrans. 
jPage 93 , lignes a, et 5. — Rachat : Usée: Pilatu. 
Page g6 , ligne S et 9 , en remontant. — Les lignes des termes du second mcm^ 

bre de l'équation doivent £tre alternatifs. 
Page l53 , équation (B). — Au second terme du coefEcient de^* , il faut p, au 

lieu de 3p', et au sicond terme du coetEcient de _^ , il faut ipt , au Heu de 

àpt*. Cette erreur qui s'est reproduite dans les équations (C) , (D j 1 C^J i 

■l'appartient point à l'auteur du mémoire. 
Page a37 j aux dernières lignes du mémoire, substituez ce qui tuît: 

*■,=+! 6.1 1+396=176+390 , 

jr=+33.ll+56e=253-t-56e ; 

faisant donc e= — 4 j —3 , —2 , — 1 , +0 , +t 

(jr,=20, 5q, q8, i37 » 176, 2i5,....- 
on trouvera î ' * „? ' ^ * ' * r ^ -• „ 

J s =39, 85, 141 , 197 , zbôy 009, 

Cette erreur n'appartient pat i l'auteur du mémoire. 

Page 38S , troisième ligne de ia note. -^ alors , Htet ensuite. 

Page 3o5 , i la note. — Supprimez ces premiers mots : » Clierches une mojenne 

•> proportionnelle entre CA et OB', et une autre entre CB et CA' » ; et substiluex- 

leur les ssîyans : 
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ERRATA. 391 

« Construisez un demî-cercle dont le diamètre toit plus grand .que la plus 
H grande des quatre lignes donnée^ CA , C£, CA' , OB', et portez-y ces quatre 
M lignes comme cordes , à partir de l'une des extrémités de son diamètre. Cherchez 
ff une mnjrenne proportionnelle entre les projections de CA et CB^ sur le diamè- 
II trc, et une autre entre les projections de CA' et CB sur ce même diamètre. i> 
Page 338 , ligne g. — Ajoutez : et leurs extrémités. 
Page 34a , ligne 3. — la.J, listz la.;. 

Page 347 , ligne 4 > en remontant : — - — , Usée — — — . 
m-\-n m—a 
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